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Über die Theorie der linearen algebraischen Gleichungen . 

Von Victor Freihcrrn v. Lieh teil fei s. 

Bei einem so ausgedehnten Gebrauche wie ihn die mathemati¬ 
sche Analysis auf fast allen ihren Gebieten von den linearen algebrai¬ 
schen Gleichungen zu machen sieh genöthiget sieht, konnte es nicht 
fehlen, dass dieselben bereits zu wiederholtenmalen als Gegenstand 
von Untersuchungen gewühlt und diese wieder von den verschieden¬ 
sten Standpunkten ausgeführt wurden. Dessenungeachtet lässt sieh 
ihre Theorie noch nicht als zum Abschluss gebracht ansehen , vor¬ 
nehmlich darum, weil zu Folge des, durch die Mannigfaltigkeit der 
Anwendung linearer algebraischer Gleichungen wie etwa in der Wel¬ 
lenlehre, Methode der kleinsten Quadrate, Theorie der Maxima und 
Minima, Transformation der Variablen u.s.w. bedingten letzterwähn¬ 
ten Umstandes nicht nur gewisse Partien derselben einer tieferen 
Durchbildung sich erfreuen als andere, sondern auch deren Verbin¬ 
dung zu einem geschlossenen Ganzen durch einzelne oflengelassene 
Lücken hintangehalten blieb. Man besitzt nämlich allerdings ein von 
Kr am in er herrührendes eombinatorisehes Verfahren zur Auflösung 
der b estinimteil Gleichungen und somit auch zur Herstellung der 
Eliminationsgleichung der eorrespondirenden unbestimmten Glei¬ 
chungen— denn es lässt sich ja dieselbe sehr leicht bilden aus dem 
allen erwähnten Auflösungen gemeinschaftlichen Nenner— auch wurde 
dieser gewöhnlich mit dem Namen der Determinante belegte Nenner 
hinsichtlich seiner combinatorischen Eigenschaften schon mehrfach 
untersucht, und von jener Eliminationsgleichung, falls sie einem 
sy mm etris dien Gleichungssysteme angehört, ferner bewiesen, sie 
lasse nur reelle Wurzeln zu; aber nicht allein entbehrte man aller 
Vorkenntnisse über Grösse und was insbesondere wichtig erscheint 
über die Zeichen solcher Wurzeln, es fehlte auch an einer einfachen 
und zweckmässigen Methode zur Ermittelung der Unbekannten aus 
den unbestimmten Gleichungen. 

Da nun der Verfasser Gelegenheit hatte die besprochenen Mängel 
zu fühlen, so ward es sein Bestreben denselben doch in etwas abzu¬ 
helfen. Die erzielten Resultate nun darzulegen, ist der Zweck nach¬ 
folgender Blätter. 
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Man findet in denselben nach Durchführung einer Eintheilung der 
linearen algebraischen Gleichungen, deren Bezeichnungen wir bereits 
gebrauchten, wenn oben von symmetrischen, bestimmten und unbe¬ 
stimmten Gleichungen gesprochen w urde, und nebst einer, aus den im 
letzten Abschnitte entw ickelten Formeln hergeleiteten Completirung 
der von Krammer für die Aullösung bestimmter Gleichungen ange¬ 
gebenen combinatorischen Methode, den Nachweis ihrer Verwendbar¬ 
keit auch zur Auflösung der unbestimmten Gleichungen enthaltend, 
zuvörderst ein eigenthümliches uniformes Verfahren die unbestimmten 
undmittelst der dabei gew onnenen Grössen auch die correspondirenden 
bestimmten Gleichungen aufzulösen, ferner damit in engstem Zusam¬ 
menhänge eine, die bisher gangbare an Bequemlichkeit iibertreffende 
Methode die bewusste Eliminationsgleichung herzustellen und end¬ 
lich eine gewisse Zahl von Kennzeichen zur ßeurtheilung ihrer zu 
erwartenden Wurzeln. 

Sind P i9 Po, P 3 ,. . ,P n homogene nach den Unbekannten die 
wir mit x i9 .r 3 a ? 2 . . . x n bezeichnen w ollen, lineare Polynome, so ist 
die allgemeinste Form linearer algebraischer Gleichungen: 

Pi = vi, Pa = Pa . Pi = lh,’ • Pr = pn (0 

wo die p i9 p z , p 3 * • • Grössen bedeuten, w elche die Unbekannten 
nicht mehr enthalten. Diese Gleichungen sind ihrer Zahl nach zur 
Bestimmung der Unbekannten als endliche Werthc notlnvendig und — 
denn nur für besondere später noch zu erwähnende unter den in 
ihnen erscheinenden Coefficienten statthabende Relationen hören sie 
auf dies zu sein — ihrer Form nach auch hinreichend, wenn von den 
Grössen p i9 p :l , p 3 ,. . .p n wenigstens eine von der Nulle verschieden 
ist. Verschwinden hingegen alle p , nehmen also die Gleichungen 
die Gestalt: 

Pi = o, Po = 0, P z = o,.. . P n = 0 (2) 

an, so werden sie unter eben der oben erwähnten Beschränkung 
und abgesehen von der besonderen Auflösung Nulle für alle Unbe¬ 
kannten ungenügend oder unmöglich. Eliminirt man nämlich im 
letzteren Falle, nachdem man eine Division sämmtlicher Gleichun¬ 
gen durch eine der Unbekannten, etwa .r, vorgenommen hat, alle 
entstehenden Quotienten — , —, .... — w as immer möglich ist, 

* r i * l 'i 

da in den n Gleichungen (2) der Quotienten nur n — 1 an der Zahl 
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erscheinen, so ergibt sich eine lediglich aus den Coefficienten, mit 
welchen die Unbekannten in den Polynomen P i9 l\ P z , .../^ver¬ 
knüpft waren, zusammengesetzte Bedingungsgleichung: 

M = o (3) 

an deren Erfüllung offenbar die Möglichkeit des Zusammenbestehens 
der ursprünglichen gebunden ist. 

Sollen demnach die Gleichungen (2) eine Auflösung zulassen, 
so muss die (3) entweder eine identische sein, oder es muss uns, um 
denselben Genüge zu leisten, wenigstens einer der in ihr enthaltenen 
Coefficienten zur beliebigen Verfügung überlassen werden. Im erstcrcn 
Falle, der, wie leicht zu ersehen, die früher erwähnte Ausnahme 
bildet, gibt es unter den Gleichungen (2) oder was dasselbe ist, 
unter den Polynomen P i9 P Z9 P Z9 . . . P n nur n — 1 von einander 
verschiedene, welche durch die obbesagte Division ohne Mühe in 
Gleichungen von der Form (1) verwandelt werden können — eine 
besondere Betrachtung ist daher hier nicht erforderlich — wohl aber 
gibt zu einer solchen Veranlassung der zweite, namentlich wegen des 
in ihm nothwendigen willkürlichen Coefficienten. Nennen wir den¬ 
selben .9, eine Bezeichnung, die wir auch im Folgenden stets beibe¬ 
halten wollen und setzen voraus, er komme in allen Polynomen P i9 P z , 
P z , ... P n überhaupt nur mit m von einander verschiedenen Unbe¬ 
kannten, welche die x l9 x Z9 x z , . . . x m sein mögen, als Factor ver¬ 
bunden vor, so können wir leicht die Gleichungen (2) in zwei Gruppen 
scheiden, deren eine nur die Unbekannten x \, ,r 2 , x Z9 . . . x m sammt 
dem willkürlichen Coefficienten s enthält und daher zur Bestimmung 
eben dieser Grössen dient, während aus der anderen dieWerthe der 
aVfi, u? m+3 , . . . x n gezogen werden können, sobald man in 

dieselbe die des s und der x u x 2 , x Zi . . . x m aus der erstcrcn 
substituirt hat. Bezeichnen wir nun mit 

Il\t /^3, . • . P m i ?*i, J’o) ? 3> » . . V m 

nacli den Unbekannten x i9 x Z9 x Z9 . . . x m homogene und lineare 
Polynome, ferner ähnliche jedoch nur die avpi, • • • cc n 

enthaltende Ausdrücke mit: 

Qi i Qz> Q'3> • • * Qn—m 


so ist: 


/i j SX i, fio—SXo 9 /?3 — SX Z9 • , . /i,„— 


( 4 ) 
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die einfachste Form, auf welche die erste und: 


0t = r lt Qz=r z , Qz=r 3 . . . . (> n _ m =r„_ m (3) 

auf welche die zweite gebrach! werden kann. Von diesen Gleichun¬ 
gen gehören die (o), da offenbar nicht sämmtliche r der Nulle gleich 
sein können, falls nicht alle ,r 3 , .r a , . . . aus den Polynomen 
P t9 P 2 , P$> . . . P n gänzlich verschwinden sollen, zur Gattung der 
bereits unter (1) aufgeführfen, dagegen bilden die (4) eine von der 
so eben erwähnten wesentlich verschiedene, ln Ermanglung einer 
passenderen Bezeichnungsweise nun werden wir diese, da wegen der 
Homogenität aller ihr untergeordneten Gleichungen in Bezug auf die 
Unbekannten nur deren Verhältnisse aus ihr gezogen werden können, 
mindestens eine derselben, die also stets willkürlich bleibt, die der 
u nbes tim mten,jene hingegen, bei welchen ein derartiges Verhalten 
rücksichtlich der Unbekannten nicht stattfindet, die der bestimmten 
Gleichungen nennen. Ausser dieser Eintheilung der Gleichungen in 
bestimmte und unbestimmte treffen wir noch die derselben in symme¬ 
trische, und ni eh t-s y in m e tr is c he, und zwar sollen die Glei¬ 
chungen symmetrisch dann heissen, wenn die Polynome Pin (1) oder 
die li in (4) so beschaffen sind, dass, was immer für Stellenzeiger 
unter k und h verstanden werden, stets der Coeflicient von x\ im h Un 
Polynome gleich ist dem Coefficienten von.rjm k tin . Man könnte nun 
vielleicht erwarten, die symmetrischen Gleichungen als besonderen 
Fall unter die mit beliebigen also im Allgemeinen nicht symmetrischen 
Coefficienten behafteten subsummirt zu finden. Wir haben aber die 
symmetrischen Gleichungen vorausgeschickt, denn nicht nur ergaben 
sieb uns zunächst bei diesen die meisten Hesultate, die wir erst 
später auf die nicht-symmetrischen zu übertragen versuchten, es 
besitzen auch die symmetrischen Gleichungen ein so vorwiegendes 
Interesse, dass es gerechtfertigt erscheinen muss, ihre Theorie isolirt 
hinzusteilen. Aus demselben Grunde haben wir die symmetrischen 
Gleichungen etwas ausführlicher behandelt und uns dafür bei den 
nicht-symmetrischen, namentlich bezüglich alles dessen, was von 
jenen auf diese übertragen werden konnte, kürzer gefasst; bei den 
einen wie den anderen aber mit den unbestimmten Gleichungen 
den Anfang gemacht, und dies erklärt sich von selbst, denn es wird 
ja eben hier die Aullösung der bestimmten Gleichungen auf die der 
unbestimmten zurückgeführt. 
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A. Gleichungen mit symmetrischen Coeflicienten. 

a. Unbestimmte Gleichungen. 

Führen wir, um die unter den Coefficientcn herrschende 
Symmetrie stets vor Augen zu haben, das Symbol: 

(* *) 

ein, dessen Werth sich nicht ändern soll durch eine Vertauschung 
der in ihm enthaltenen Stellenzeiger h und h, so ergibt sich ein System 
wie folgt: 

(11) + (12) * a + (13) tr 3 + . . . (1 n) x n =s x, 

(21) x, + (22) .!•, + (23) x 3 + ... (2 h) x,—s x 2 

(3 1) ,r , + (32) ,v a + (33) .p, + . . . (3 n) x,-s .v 3 (1 ) 


(h I) .r, («2) x a -f- («3) x 3 + . . . (hh) x n —s x„ 

als Repräsentant der liier zu betrachtenden Gleichungen. 

Nach der bisher üblichen Methode, solche Gleichungen aufzu¬ 
lösen, bildet man zuerst die in der Einleitung erwähnte Eliminations¬ 
gleichung. Dieselbe erscheint nun bekanntlich unter der Form 

FQÖ-o ( 2 ) 

in welcher F eine ganze rationale Function vom n ien Grade bedeutet 
und liefert daher im Allgemeinen n verschiedene Werthe für s, die 
man nach und nach in die Gleichungen (1) einträgt. Da nun 
der Effect einer solchen Substitution offenbar der ist, die ?j-GIei- 
chungen (1) auf n —1 von einander verschiedene zu rcduciren, so 
kann man nach ihrer Vollziehung irgend eine der Gleichungen (1) 
hinweglassen und die übrig bleibenden mittelst einer Division 
durch eine der Unbekannten in bestimmte verwandeln. Diese 
Methode führt demnach die unbestimmten Gleichungen auf ähn¬ 
liche bestimmte zurück, während sie für diese eine directe Auf¬ 
lösung voraussetzt — nicht so unsere, welche im Gegentheile eine 
directe Lösung der unbestimmten liefert und aus den hiebei 
gewonnenen Grössen ohne sonderlichen Rechnungsaufwand die 
Auflösungen ähnlicher bcstim m< er zusammensetzt. 

Um die in den Gleichungen (1) liegende Willkür hinsicht¬ 
lich der Grössen x l9 x z . . . x n , denn nur deren Verhältnisse 
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werden durch sie bestimmt, zu lieben, führen wir mittelst der 
Substitutionen: 

a?, = Cu i9 = Cm*, = C?/ 3 , . . . ,v n = C?/„ (3) 

die neuen Grössen u i9 a Z9 u z . . . ein, wobei es klar ist, dass 
wir dieselben wegen des unbestimmten Factors C einer neuen 
beliebigen Bedingungsglcichung unterwerfen dürfen. 

Zur Herstellung der möglichsten Gleichförmigkeit in den zu 
entwickelnden Formeln ist es am besten für dieselbe folgende zu 
wählen: 

Kl u l + U 2 "z + ^3 • • • W« W* “ 1 (4) 

Jedes u durchläuft aber, wie aus dem Vorhergehenden zu 
ersehen, eine Reihe von n verschiedenen Werthen, entsprechend 
der Reihe der Wurzeln der Eliminationsgleichung (2), die wir mit: 

So 9 S % 9 • » • S\t . » • S n 

bezeichnen wollen. Um nun auch diese zu unterscheiden, werden 
wir jedem u 9 welches der Wurzel s k zugeordnet ist, rechts oben den 
Index k beifügen, während wir einem Potenz-Exponenten erst 
dann diesen Platz einräumen, nachdem das betreffende u mit Klam¬ 
mern versehen worden; es bedeutet also im Folgenden z. B. w k h 
den zur Wurzel s h gehörenden Werth von u k9 hingegen (// k h ) r die r te 
Potenz desselben. Dieser Schreibweise gemäss nimmt die Glei¬ 
chung (4) folgende Gestalt an: 

O .*) 3 + («**)* + ( V ) 2 + • • • («.*)* = 1 (5) 

und repräsentirt so eine Reihe von ^-Gleichungen, die man aus (S) 
erhält, wenn man für den Index k alle ganze Zahlen von 1 bis n in 
dieselbe einträgt — denn wir wollen die Gleichung (4) für alle 
Wurzeln bestehen lassen. 

Wir bemerken ferner noch, dass die Gleichungen (1) in Ver¬ 
bindung mit denen (3) und (3) zwar die numerischen Werthe so 
wie die Zeichenunterschiede sämintlicher u vollkommen bestimmen, 
das Zeichen einer dieser Grössen aber noch willkürlich lassen — 
doch werden wir erst weit später Gelegenheit haben, diese Be¬ 
merkung zu benölhigen. 

Nachdem wir so das Problem möglichst präcis gefasst haben, 
schreiten wir zur Untersuchung. Als Ausgangspunkt für diese 
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gebrauchen wir den selion bekannten Satz, die Eliminationsgleichung 
in s lasse für dieses blos reelle Wertlie als Wurzeln zu. Da aber 
der Beweis dieses Satzes, wenn schon an und für sich interessant, 
eine erhöhte Wichtigkeit für uns besitzt und wir ihn überdies 
auf etwas einfachere Weise als bisher geschehen, zu führen im 
Stande sind, so wollen wir ihn reprodueiren. Zu diesem Zwecke 
ersetzen wir in den Gleichungen (1) alle darin enthaltenen Grössen u 
durch die der k len Wurzel zugehörenden und bekommen so: 


(11) Wl * + (12) ?/ 3 * + (13) +...(! n) u k = w/ 

(21) V + (22) u z k + (23) » 3 Ä + ... (2 m) u » = ^ «* 

(31) «,* + (32) «,* + (33) «,* + . . . (3») u n k = «,* (C) 


(»»!)«,* +(»2) «,*+(« 3) «,* + 


• • (« n) u k = s k n'; 


darauf multiplieiren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit: 


«i\ u z h 


• u' 


addiren sie und vereinigen alle Bestandtheile einer Vertical-Columne 
zu einem Gliede. Das Resultat ist folgendes: 

V [ (11) Ui h + 0 2) M,*+...(l «)«-*] + 

[ (21) V + (22) >/ 3 * + . . . (2 w) u , r \ +. .. (7) 

= s k [tf/ Ui h u z + . • . u k ?/, A ] 

Jetzt verwandeln wir in den Gleichungen (6) den Stellenzeiger Ic 
in h , was offenbar erlaubt ist. Dabei zeigt sich denn, dass die auf 
der linken Seite der Gleichung (7) als Faetoren erscheinenden 
Polinome identisch sind mit den links vom Gleichheitszeichen 
stehenden Theilen der in erwähnter Weise modißcirten Gleichungen 
(G) also auch der Ordnung nach ersetzt werden können durch: 

s h n x \ s h U z \ s h w 3 \ • • . s h u n h . 

Führen wir nun diese Vertauschung aus, so geht uns die (7) 
über in die gesuchte Endgleichung: 

s h (« 1 A w/ + u z u z + . . . n k u n h ) 

= S k (m/ n k + n z k u z h + . . . u k u n h ) (8) 

aus welcher sich der in Frage stehende Satz, mit Rücksicht auf den 
Umstand, die Eliminationsgleichung (2) könne aus lauter reellen 
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Grössen durch Addition und Multiplication entstanden, nur reelle 
Coefticienten besitzen und demnach höchstens conjungirte imaginäre 
Wurzeln zulassen, in folgender Weise ergibt: Die Voraussetzung 
eines Paares conjungirter imaginärer Wurzeln wie 

= p + q V — 1 ; s k = p — q Y — 1 

bringt cs mit sich, dass auch die ihnen zugeordneten u h und u k als 
rationale Functionen dieser Wurzeln und der Coefticienten dessgleichen 
eine Form bekommen wie: 

n* = + ß r F — 1 ; n k r = a r —ß r Y ~ i 

unter cc und ß reelle Grössen verstanden. Die Einführung dieser 
Annahmen in die Gleichung (8) liefert aber die neue: 

2 q (V + « 2 2 + . . «,, 2 + ßr + iV + . . ßn 2 ) Y - 1 = 0 (9) 

zu deren Bestände erfordert wird, dass entweder das in ihr als Factor 
erscheinende Polynom der cc und ß oder die Grösse q der Nulle gleich 
sei. Ersteres ist aber, da der Voraussetzung nach, alle oc und ß reell 
sind und nicht zugleich verschwinden können, ohne dass dies auch in 
Widerspruch mit der Gleichung (5) bei sümmtlichen und ?* k ein- 
trüte, unmöglich; man wird also haben müssen 

ry = 0 (10) 

eine Relation, welche offenbar die Realität sümmtlicher Wurzeln der 
Eliminationsgleichung (2) beweist. 

Dies ist jedoch nicht die einzige aus der Gleichung (8) zu zie¬ 
hende Folgerung — eine andere von nicht minderer Wichtigkeit für 
uns ist nämlich die, dass auch für reelle aber ungleiche Wcrthe von 
s h und s u die erwähnte Gleichung nur unter der Voraussetzung 
bestehen könne, das in derselben als Factor erscheinende Polynom 
der // ,l und u k sei der Nulle gleich. Es müssen also die aus (G) zu 
ziehenden Werthc der u für zwei verschiedenen Wurzeln angehörende 
sonst aber beliebige Stellenzeiger h und 4* die Gleichung: 

H) h u |* -|- iio h ito k + u z h ii z k -f- . . . u„ h ii k = 0 (11) 

erfüllen. Gibt cs aber unter den Wurzeln der Eliminationsgleichung 
doppelte oder mehrfache und sind s h und s k ein solches Paar gleicher 
Wurzeln, so wird die (8) eine identische und es ist nicht mehr erlaubt 
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zu scldiessen, das entsprechende Polynom der u sei der Nulle gleich, 
ja man könnte sogar leicht auf die Vermuthung gerathcn, für gleiche 
Wurzeln würden auch die zugehörigen u zusammenfallen und das 
erwähnte Polynom werde der unter (3) statuirten Relation gemäss der 
positiven Einheit gleich — dem ist aber nicht nothwendiger Weise so. 
Betrachtet man nämlich einen speciellen Fall, etwa die bekannten 
drei Gleichungen dcsPolarisations-Ellipsoides, so zeigt sieh, dass das 
Einträgen einer doppelten Wurzel der Eliminationsgleichung in 
jene, dieselben nicht, wie es im allgemeinsten Falle, das heisst, beim 
Vorhandensein dreier verschiedener Wurzeln geschehen sollte, auf 
zwei von einander verschiedene reducirt, sondern nur auf eine. 
Dies macht es uns möglich die betreffenden u einer neuen Bedingungs¬ 
gleichung zu unterwerfen und zwar für jede der gleichen Wurzeln 
einer verschiedenen, was zur Folge hat, dass die beiden gleichen Wur¬ 
zeln entsprechenden zwei Reihen der u nicht zusammenfallen. Ja man 
kann es selbst mit einer solchen Bedingungsgleichung leicht erreichen, 
dass diese zwei Reihen der u eine Gleichung wie (11) erfüllen. Um 
bei dem erwähnten Beispiele zu bleiben, so wird das Ellipsoid für zwei 
gleiche Wurzeln ein Rotations-Ellipsoid und die correspondirenden u 
sind die Cosinuse der Winkel, welche eine durch den Mittelpunkt des 
Ellipsoides gehende in der Äquatorial-Ebene gelegene Linie mit den 
Coordinaten-Axen einschliesst, und wir können stets verlangen, dass 
eine solche Linie gemäss der ersten Bedingung eine bestimmte Lage 
in der Äquatorial-Ebene habe und eine zweite gemäss der zweiten 
Bedingung auf der ersteren senkrecht stehe. Diese Betrachtungen 
erregten in uns die Vermuthung, das Vorkommen einer vielfachen 
Wurzel werde uns ganz allgemein gestatten, der Bcdingungs- 
gleiehnngen eine solche Anzahl aufzustellen, dass dadurch nicht 
nur die den gleichen Wurzeln entsprechenden Reihen der u gezwungen 
werden können, auch unter einander Relationen.wie (11) einzugehen, 
sondern, dass uns deren noch mehre zur Erreichung anderer Zwecke 
zu Gebote blichen. Wir fanden diese Ansicht auch später bestätiget, 
da aber der Beweis für ihre Richtigkeit hierorts noch nicht beige¬ 
bracht werden kann, so wollen wir in Folgendem einstweilen von der 
Voraussetzung ausgehen, die Eliminationsgleichung in ,9 besitze in der 
That lauter verschiedene Wurzeln und behalten uns die Verification 
der gewonnenen Formeln für den Ausnahmsfall gleicher Wurzeln 
einem späteren Abschnitte vor. 
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Nach dieser Annahme gelten uns die Relationen 

u k u t k + u z k iio k + u 3 k u 3 a + . ■ . u k u k =1 ( 12 ) 

für alle Stellenzeiger k und die 

u k u k + *h h *h k + *h h *h k + • • • u n u* = 0 (13) 

für alle ungleichen Stellenzeiger h und k. 

Sind nun 

4 4 4 • • • 4 

eine Reihe independenter, hingegen 

Ol, 0 2 , Ö 3 ... o n 

eine von der vorhergehenden durch die Gleichungen: 

4 = u x ' Oi + ^ 3 0 2 + ?/i 3 0 4 + . . . u x n 0 H 

4 = iu' Oi + 0 2 -f- m s * 0 3 + . . . ?* 2 ” O n 

4 = " 3 1 Oi + u 3 2 0 2 + ?/ 3 3 0 3 + . . . u 3 n O n 

. (i4) 


4 = w ,, 1 Oi -* 1 “ ?* u 2 0 2 + ?j „ 3 0 3 + . . . ?C 0 „ 

ahliängig gemachte Reihe von Grössen, so findet sich leicht, wenn man 
die (14) der Ordnung noch mit?/, 1 , w., 1 , //g 1 , . . . u a ' multiplicirt und 
darauf addirt, mit Berücksichtigung der Relationen (12) und (13) 

V f t -f- i «;. 1 4 -|- «s 1 4 + • • • w» 1 4 = O t (15) 

und durch dieselbe Operation mit anderen und anderen Reihen der u 
auch: 

^i s 4 -f- Uo z 4 + K 3 2 4 + - • • u n Z 4 = 0 2 

Wi 3 4 + u 2 z 4 -f- j / 3 3 4 • * • ^n 3 4 — 0 3 

. (IS) 

4 + ^ 2 " 4 + ^3 n 4 + « • * 4 = O n 

Quadrirt man nun alle Gleichungen (14), und addirt sie, so zeigt sich 
wieder zu Folge der Relationen (12) (13) 

4 2 + 4 3 4 2 + • • • 4 3 ~ O, 2 -f- 0 2 3 + 0 3 2 + • . . O n 2 (lt>) 
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hingegen durcli ein ähnliches Verfahren mit den Gleichungen (Id) 
6 * 1 2 + AC 2 + ^ 3 2 + • • • 4 >„ 3 = 4 3 («i 1 "i 1 + Ui 2 u x - + . . u") 

+ 4 2 (wa 1 w* 1 + // 2 2 i/ a * + ■ . m 3 " «> h ) + 4 3 0/ 3 1 «/ 3 1 + « 3 2 w 3 3 + 

. . tt 3 n u 3 u ) + 24 4 O'i 1 H - ? '« 2 ^ 3 +* • Mi"wa")+24 4 O^ 1 ^ 1 

+ ^i 2 " 3 2 + • ■ ■ "i" u 3 ”) +- (17) 

Kin Zusammenhalten der unter (IG) und (17) für die Summe 
der Quadrate der Grössen 0 erhaltenen Ausdrücke liefert aber jetzt 
wegen der lndependenz der Grössen t die neuen Relationen: 

u k 1 "a 1 + w* 8 "a 2 + "a 3 /'a 3 + . . . Uk Uk =1 ( 18 ) 

V V + ^a 2 Ha 2 + "a 3 “a 3 + . . . Ma” «A n = 0 (19) 

erstere gültig für alle letztere für jedes Paar ungleicher Stellen¬ 
zeiger. Die Gleichungen (12), (13), (18), (19), sprechen die 
innige Verwandtschaft der Grössen u, n 2 an der Zahl aus, indem sie 
zeigen, dass dieselben in alle jene Beziehungen eintreten, in welchen 
die 3 2 =9 Cosinuse, welche die Transformation orthogonaler Coor- 
dinatensysteme vermitteln, zu einander stellen. 

Auf diese Gleichungen gestützt können wie jeden Coeflicienten 
(Zf Zr) darstellen als eine Function der u und der Wurzeln 5 . Wahlen 
wir zu diesem Zwecke aus dem Gleichungssysteme (6) , nachdem 
wir darin 4 durch r ersetzt haben, eine Gleichung, welche den ge- 
genannten Coeflicienten enthält und ertheilen darauf dem r alle 
Werthe von 1 bis n, so werden wir nachstehende Reihe von Glei¬ 
chungen bekommen: 

(Al) «,* + (A2) «,« + (A3) (A«) nj = *, V 

(Je 1 ) ?/i 2 -j- (42) ito 2 -\~ (4*3) f/ 3 2 -f- . . . (Je 11 ) u n 2 = So u k 2 

(Je 1) U \ 3 -j- (42) do z -{- (43) m 3 3 -j- . . . (kn) ?/ n 3 = s 3 M k 3 (20) 

(4 0 *R n + (42) Uo" + (43) ?/ 3 n 4 - . . . (Jen) u n n = s a u k n 

Multiplieiren wir jetzt dieselben in der Ordnung, in welcher sie 

angesetzt wurden mit V> ?* h 2 , ?/ h 3 . . . u k und addiren sie hierauf 
je eine Vertical-Columne zu einem Gliede vereinigend, so gelangen 
wir zu der Gleichung: 

(41) (//t 1 uj + nr u h n ~ - n x " ul) + (42) ( u 3 J u h ' + ?/ y 2 u k 2 + 

. . . ito" ul) +.(44) (u h x u h 1 + n h 2 u h 2 - ul ul) +- 

(Jen) (fC„ u\ + u\ u\ +- u" n u\) = «i n\ u\ + s z f/ a Ä M 8 *+ 

s 3 ?* 3 a u\ + . . . s n ulul (21) 
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in welcher mit Hülfe der Relationen (18), (19), die Factoren aller 
Coefiicienten verschwinden, mit Ausnahme jenes von (/?£), welcher 
der positiven Einheit gleich wird. 

Der genannteCoefficient zeigt sich daher mittelst der Gleichung: 
(/,/•) — Sl ll h ' 11 ** + So II k ~ -f S 3 « A 3 «A 3 + • • • Sn < «k n (22) 

wie verlangt worden, ausgedrückt durch die u und die Wurzeln der 
Eliminationsgleichung. Nehmen wir nun in (22) h gleich k und legen 
diesem Stellenzeiger nach und nach die Werthe 1, 2, 3 , . . u hei, 
so bekommen wir eine Reihe von Gleichungen 

(I 1) = S, («*,)- + So (ll 2 ,) 2 + »3 (« S l) S + •••*« («”l) 2 

(22) = s, («‘0 2 + s 2 O'V) 2 + s 3 0< 3 ä) 2 + •••«.. («"*)* 

(33) = (u 1 ;)- -j- So (u 2 3 ) 2 4~ «3 (m**) s + • • • s » ( w "s) 2 

(»•»•) = «I («'»)* + So (m 3 ,,) 3 + s 3 (m 3 ,,) 3 + • • • -v(0 2 

deren Summe sich, wenn mau Rücksicht nimmt auf die für alle Stei¬ 
lenzeiger Je geltende Relation (18), folgendermassen einfacher schrei¬ 
ben lässt : 

«.+*» + «» + •••*. = (11) + (22) + (33) + • • • (ii«) (24) 

und so eine besondere Abhängigkeit der Wurzeln der Eliminations¬ 
gleichung von den Coefiicienten, welche einen Stellenzeiger doppelt 
enthalten, zu erkennen gibt. Da nun solche Coefiicienten — von der 
Form (kk) — in allen Systemen unbestimmter Gleichungen einen 
entschiedenen Vorzug behaupten, so wird es nicht überflüssig sein 
dieselben auch durch einen eigenen Namen, dem der Diagonal- 
Coefiicienten, auszuzeichnen. Der aus (24) zu ziehende Lehrsatz wird 
dann so ausgesprochen werden können: „Die Summe der Wurzeln 
der Eliininationsgleichung eines symmetrischen Systemes unbestimm¬ 
ter linearer Gleichungen ist gleich der Summe seiner Diagonal- 
Cocflicientcn. 44 Wir werden durch denselben auf den Weg gewiesen, 
die Eliininationsgleichung selbst folgendermassen darzustellen. 

Wir inultipliciren in dem als allgemeines Schema dienenden 
Systeme: 

(1 I) Ui + (12) «J + (13) Wj + • • • (1«) Mn = Stil 
(21) Ui + (22) « # + (23) «, + ... (2«) «„ = .9 M , 

(31) Ui (32) -f - (33) « 3 . . . (3«) = s u 3 (23) 


(n 1) ii i + ( ?< 2) «o -j- («3) ii.-, + . • . (mm) m„ = s u, 
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die einzelnen Gleichungen der Ordnung nach mit den Coefficienten 
der ersten Horizontalreihe, also die erste mit (I 1), die zweite mit(12), 
die dritte mit (13) und so fort, worauf wir sie alle addiren. Der 
Theil links vom Gleichheitszeichen in der Summe wird dann durch 
ein nach den tu ti 3 . . . u n homogenes und lineares Polynom gebildet 
werden, während der Theil rechts vom Gleichheitszeichen 

« KU) + 0 9 -) «* + (13) (1«) «„] 

oder gemäss der ersten der in Gebrauch gezogenen Gleichungen (25), 

s z Ui 

wird. Dieselbe Operation aber mit den Coefficienten der 2 len 
3 ten . . . u itn Horizontalreihe vorgenommen, liefert ebenso Glei¬ 
chungen, in welchen die links vom Gleichheitszeichen stehenden 
Theile stets nach den u l , tt 2 , t( ä . . . u n homogene und lineare 
Polynome darstellen, während die rechts vom Zeichen stehenden 
der Reihe nach gleich 

s-tt 3 . . . s 3 « n 

gefunden werden. Alle auf diese Weise erhaltenen Gleichungen 
bilden zusammen ein neues, dem (25) ähnliches System, welchem 
offenbar dieselben Auflösungen der n l9 u 2 , u i9 . . . u n und dieselben 
Wurzeln s zukommen, da es aus dem gegebenen blos durch Com- 
bination seiner Gleichungen ohne Zuziehung fremder abgeleitet wurde 
—wir wollen es, entsprechend der in ihm vorkommenden zweiten Potenz 
von 5 , das System zweiter Ordnung nennen. Dieses so eben beschrie¬ 
bene Verfahren aus dem ursprünglichen Systeme oder dem der ersten 
Ordnung das der zweiten abzuleiten, können wir aber auf letzteres seihst 
wieder anwenden und so, mit Beibehaltung obiger Bezeielinungsweise, 
zu einem Systeme dritter Ordnung gelangen — einfach dadurch, dass 
wir die einzelnen Gleichungen des Systemes zweiter Ordnung nach 
und nach mit den entsprechenden Gliedern der ersten, zweiten, 
dritten . . . bis >j len Horizontalreihe der Coefficienten des Systemes 
erster Ordnung multipliciren und jedesmal addiren. Wir können 
ferner von dem Systeme dritter Ordnung in gleicher Weise zu einem 
der vierten fortschreiten, von diesem zu einem der fünften u.s. w., kurz 
wir können uns durch wiederholte Anwendung desselben Verfahrens 
Gleichungssysteme von beliebig hoher Ordnungszahl verschaffen, 
welchen übrigens allen aus eben den für das System zweiter Ordnung 
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angeführten Gründen eine Identität mit dem ursprünglich gegebenen 
zukömmt, wenn sie auch mit stets anderen und anderen Coefficienten 
behaftet erscheinen. 

Die Coefficienten aller Systeme von der Ordnung 1 bis n zusam¬ 
mengenommen sind nun die Elemente, aus denen sieh sowohl die 
Auflösungen der u x n z ?/ 3 . .. u n , als die Coefficienten der Eliminations- 
glcichung in s sieh formen. 

Das Bildungsgesetz der neuen Coefficienten anzugeben und den 
Beweis zu führen, dass alle Systeme höherer Ordnung abermals 
symmetrische seien, ist es, was uns zunächst obliegt. 

Unterscheiden wir die Coefficienten höherer Systeme dadurch, 
dass wir den anfänglich gegebenen ihre Ordnungszahl rechts unten 
als Index beifügen, so können wir das System r ter Ordnung also 
schreiben : 

(ll)r W 1 "b (I2)r U Z ~\r 0«0r W 3 “b • • • ( ^ il )r U n = 

(21 ) r Ui + (22) r u 2 + (23) r «3 + . . . (2;0r w n = s r u 2 

(31) r m, + (32) r w a + (33) r w 3 + • • ■ (3w)r «n = s r "3 (26) 


{n l) r Hi + (n2) r u z + («3) r u 3 + . . . (nn) r u n = s r u n 

Aus demselben bilden wir dem Vorhergehenden gemäss die k ie 
Gleichung des (/* —|- l) ten Systemes durch Multiplication der Glei¬ 
chungen (26) der Reihe nach mit 

(il), (&2) f (k 3) . . . (kn). 

Es entsteht demnach der Coeffieient von ?/ h in der & ten Gleichung 
des (r-b l ten ) Systemes, wenn man die Terme der /P en Yertiealreihe 
aus (26) 

(1/0- (2/0- (3A) r ...(wA) r 

mit den eorrespondirenden der Reibe 

(k 1), (k 2), (A3) . . . (Am) 

multiplicirt und alle Producte zu einer Summe vereiniget. Da aber 
der genannte Coeffieient durch (khj r+i bezeichnet werden soll, so hat 
man ollenbar 

(*A) r + . =(1A) r (*l)+(2Ä),(i'2)+(3A) r (Ä-3)+ .. . («A) r (A/i)(27) 
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als allgemeines ßildungsgcsetz sämmtlichen CoeHicienten. Es bleibt 
noch die Symmetrie der neu entstandenen Coefficienten oder was das 
selbe die Gleichung: 

(Ul), , = (M) r+ , (28) 

zu beweisen übrig. Aus (27) lässt sieh aber zeigen, dass die Coefli- 
cienten der (r + l) ten Ordnung symmetrisch sind, sobald dies nur bei 
denen der r ten und (r—l) len der Fall ist. Schreibt man nämlich die 
Gleichung (27) so: 

a/o-. = s;{ (*/o. (*«)}« (2«) 

und bemerkt, dass nach demselben ßildungsgesetze 

( 2 /o, = S';{(ß/o,-. («ß)} ß 

und wegen der vorausgesetzten Symmetrie der Coefficienten r ter Ord¬ 
nung auch 

(2/0, = s;{ (ß«),-. m\ß ( :! °) 

sei, so gelangt man leicht durch Substitution der Gleichung (30) 
in die (29) zu 

(*'o = S;S;{ (ß«),-> a-2> m}^ em 

einem Ausdrucke, welcher der gleichfalls vorausgesetzten Symmetrie 
von (ß a) r _! zu Folge auch die von (4*/0r+i beweist, da in (31) 
sowohl die Summation nach dem Stellenzeiger a als die nach ß sich 
auf alle ganzen Zahlen von 1 bis n zu erstrecken hat. 

Die Coefficienten erster Ordnung (£/*), gleichbedeutend mit (/r//) 
sind aber symmetrisch, ebenso die zweiter Ordnung, wie aus ihrem 
Bildungsgesetze: 

(ÄÄ) a = (1/0 (4*1)+ (24) (4*2+(3/0 (43) + . . . (nk) (4w) 

das man aus (27) erhält, darin r= 1 setzend, ersichtlich ist; es sind 
also nach dem so eben bewiesenen Satze auch die der dritten Ordnung 
symmetrisch, ferner die der vierten, weil es die der zweiten und dritten 
sind u. s. w. Man scliliesst daraus, dass alle Systeme höherer 
Ordnungen die Eigenschaft der Symmetrie — wie wohl zu vermuthen 
war — besitzen. Dies berechtiget uns, jene aus Gleichung (21) 
gezogene Folgerung anzuwenden auf alle Systeme wie (20) von 
beliebiger Ordnungszahl r , wodurch wir, in der Eliminationsgleiehung 
eines jeden derselben die zugehörige s r als Unbekannte ansehend, 
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ollcnbar zur Kcnntniss der Summe der Auflösungen für letztere Grösse 
gelangen — eine solche Summe nämlich wird sieh darnach stets 
gleichlinden der Summe der betreffenden Diagonal-Coefficienten. 

Alle höheren Systeme sind aber, wie schon einmal gezeigt 
worden, mit dem ursprünglich gegebenen derart übereinstimmend, 
dass alle ihre Eliminationsglciehungeii erfüllt werden durch die 
Wurzeln .<?, welche der Eliminationsgleiehung eben dieses Systemes 
Genüge leisten; die oben erwähnten Summen sind daher nichts 
anderes als die Summen der respeclive zweiten, dritten . . , r teH 
Potenzen der Wurzeln s. Bezeichnen wir also diese mit 

s» s.,, s~ ... s t _ 

so ergibt sich uns folgende für alle Stellenzeiger r gültige Gleichung: 

s r = (i 1),+ (22),+ (33), + . . . (»H)r (32) 

Ihr Bestand sowohl als auch die Symmetrie der Cocfficientcn 
sämmllicher abgeleiteter Systeme lässt sich noch auf einem anderen 
Wege als den bisher genommenen erweisen, und zwar durch Darstel¬ 
lung jener Cocfficientcn als Functionen der u und der Wurzeln s, die 
wirschon ihrer späteren Verwendung halber hier vornehmen müssen. 

Wir wählen dazu aus dem Systeme (2G), dieses auf die Wurzel s z 
bezogen, eine Gleichung etwa die £ te aus, und ertheilen darauf dem 
Stellenzeiger s alle Werthe von 1 bis n> Die so erhaltenen Gleichungen : 

(/(I),. -J- (£2),, uK -j- (£*3) r u l z -h • • • (kn) r (t l H = s r l u l k 

(k \), + (£2), + 03),. + . . . 0 »)r ^ 

0 l)r + O 2 ), + (*3)r + ... (£/i), n* m = * r 3 u\ (33) 

(k») r ll" 1 -f- 0 2 ) r H "z 0*3) r -f- . . . U~n — S 'n V k 

unterwerfen wir einer Multiplication der Reihe nach mit den Grössen 
//,,*. ?/ h 2 , u h 3 . . . und nachherigen Addition. In der Summe ver¬ 
schwinden dann zu Folge der Relationen (IS) und (19) sämmtliche 
links vom Gleichheitszeichen stehende Polynome der u, ausgenommen 
das mit (££) r multiplicirte, welches der Einheit gleich wird. Sic 
selbst liefert daher bereits die beabsichtigte Darstellung der Cocffi- 
eienlen jedes Systemes von beliebiger Ordnung r unter der Form: 


(h/;) r = s, r n k ' M h * + « a r V « k 3 ??,/+ •••«,' "k n "i,"(34). 
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Aus dieser Gleichung ist zuvörderst wieder die Symmetrie der 
Coefficienteu {h k) r als ihres linken Theilcs ersichtlich, denn es er¬ 
leidet ja ihr rechter Theil keine Veränderung durch eine Vertau¬ 
schung der Stellenzeiger k und h in ihm, weiterhin aber auch der 
Bestand der Gleichung (32). Setzt mau nämlich in der (34) h—k 
und nimmt alsdann mit ihr eine Summation nach dem Stellenzeiger k 
von 1 bis n vor, so erhält man, da in der Summe alle Potenzen der s 
mit Polynomen wie 

«i a + «2 a ^2 a + • • • n* 

multiplicirt erscheinen, diese aber nach (12) sämmtlich der Einheit 
gleich sind, als solche nachstehende Gleichung: 

«I r + **2 r +^3 r + • * • = (ll)r+(22) r +(33) r + . • . (^?/) r (33) 

die mit der unter (32) angeführten genau übereinstimmt. 

Was mm die Eliminationsgleichung in s anlangt, so ist der zu 
ihrer Bildung einzuschlagende Gang der Rechnung durch die bisher 
gewonnenen Formeln bereits vorgezeielmet und zwar folgender: Man 
berechnet aus den Coeflieienten des gegebenen Systemcs die allen 
höheren Systemen von der zweiten bis einschliesslich n ien Ordnung 
angehörenden, nachdem für alle Ordnungszahlen r gellenden Bildungs¬ 
gesetze : 

(ld-)„ , = (Al), (AI) -f (A2), (A2) + (A3).. (A3) + . (Am), (Ah) 
= (AI), (AI) -j- (A2)„ (A2) + (A3), (A3) + . (Am), (Am) 

namentlich aber sämmtliche Diagonal-Coefficienten. Die Werthe dieser 
letzteren substituirt mau in die aus (32) dadurch, das man darin für 
den Stellenzeiger r der Reihe nach die Zahlen 1 . 2, 3 . . . n setzt, 
hervorgehenden Gleichungen 

S, = (11). + (22), + (33), + . . . (mm), 

5, = (H), + (22), + (33), + . . . (mm), 

‘V, - (H) 3 + (22), + (33), + . . . (mm). (37) 

S u = (11).. -f- (22). + (33). + . . . (mm). 

wodurch man zur Kenntniss der Grossen S X9 S 2 , S« . . . S n gelangt. 
Da aber diese Grössen S mit den Coeffieienten der in entwickelter 
Form aufgeschriebenen Eliminationsglcichuug: 

F (s) = *" + *— 1 A t + .v"- 2 A, + . . + A m = 0 (38) 

«52* 
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bekanntlich durch folgende Relationen 


A { +S t = o,2 A s + A x Si + S z = o, 

3 A$ -j- ylo S\ -j- Al S z -j- S% = 0 . . . (39) 

verbunden sind, so hat man nur mehr ihre Wcrthc einzutragen in 
die Gleichungen (39) und diese dann nach den A l9 A z ... A n auf- 
zulösen, um so Alles zu besitzen behufs der Darstellung der Elimina¬ 
tionsgleichung (38) in Zahlen und der Berechnung ihrer Wurzeln. 

Um nun letzteres Geschäft in jedem spcciellen Falle zu erleich¬ 
tern, vorzüglich aber um gewisse Regeln zu gewinnen, nach denen aus 
dem unmittelbaren Anblick eines vorgelegten Gleichungssystcmes die 
seiner Eliminationsgleichung entsprechenden Wurzeln in voraus 
beurthcilt werden könnten, stellen wir es uns zur nächsten Aufgabe, 
das Verhalten solcher Wurzeln hinsichtlich ihres Vorzeichens und 
numerischen Werthes zu untersuchen, ln dieser Absicht wenden wir 
uns an die unter (34) angeführte Gleichung, in derselben h = k 
gesetzt, also an folgende: 


(Ä*A') r = s'i (m 1 *) 3 + s r z («**)* Ar O * 3 *) 2 + • • s n (O 2 (40) 

und theilen alle jene, welche der Form nach mit ihr übereinstimmen, 
in zwei Gattungen, deren eine nur solche enthält, für die der betref¬ 
fende Stellenzeigcr r eine ungerade Zahl ist, während die andere 
blos Gleichungen mit geraden Stellenzeigern in sich begreift. 

Letztere nun, mit denen wir uns zuerst beschäftigen wollen, 
können, unter r eine ganze, sonst aber willkürliche Zahl verstanden, 
so geschrieben werden: 


(«•)*= «*-. («**)* +o«**)* +^O 5 0 3r + • • eo*-) 2r c«) 


Sie geben bezüglich der Wurzeln s zu erkennen, dass unter 
diesen erstens solche Vorkommen müssen, deren numerischer Werth 
den von 

v (/■•/.•)“ 

übersteigt, dann aber auch solche, deren numerischer Werth von dem 
eben dieser Grösse übertrollen wird. In der That fände ersteres nicht 
Statt, das heisst wären — abgesehen von dem Falle einer Gleichheit 
sümmtlicher Wurzeln — alle kleiner als die erwähnte Grösse, so 
müsste auch der rechte Thcil der Gleichung (41) kleiner sein als: 

(W’)ür [(^k 1 ) 2 + (^k 2 ) 2 + (^k 3 ) 2 + • * • ( M k") 2 ] 
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oder zu Folge der Relationen (18) auch kleiner als 

was nicht sein kann, da er ja eben dieser Grösse gleich sein soll. 
Ganz auf dieselbe Weise überzeugt man sieb von der Unzulässigkeit 
der Voraussetzung, alle Wurzeln wären numerisch grösser als: 

t 

Was aber jenen Ausnahmsfall betrifft, alle Wurzeln besässen, 
höchstens dem Zeichen nach verschieden, einen gemeinschaftlichen 
numerischen Werth, so ist jetzt schon so viel klar, dass dieser gemäss 
der Gleichung (41) und Relation (18) dem von 

y'lkiöT 

gleich kommen müsse— doch werden wir später noch ausführlicher 
auf ihn zurückkommen. Das Gesagte gilt natürlich für alle Ordnungs¬ 
zahlen 2 r und alle Stellenzeiger Ä*. Sind demnach M, X, die grösste 
und kleinste aller Zahlen, die man erhält in 

VWh7 

sowohl r als k auf alle mögliche Weise verändernd, oder doch solche, 
die innerhalb der Grenzen der letzteren liegend denselben beziehungs¬ 
weise möglichst nahe kommen, so gibt es unter den Wurzeln der 
Eliminationsgleichung in s erstens solche, deren numerischer Werth 
zwischen 

c und X 

zweitens aber solche, deren numerischer Werth zwischen 

M und oo 

liegt. Eine genauere Bestimmung der Grössen M und X uns noch 
vorbehaltend, versuchen wir auch eine oberste Grenze, die kleiner ist 
als oo, für die numerischen Werthe der Wurzeln zu ermitteln. 

Aus den Gleichungen von der Form: 

Sir = S ' r ! + S% + + . . . sl r 

erhellt zuvörderst, dass, da wegen der nachgewiesenen Realität sämmt- 
licher Wurzeln alle einzelnen Glieder ihrer rechts vom Gleichheits¬ 
zeichen stehenden Theile positiv sind, jedes derselben für sieh klei¬ 
ner sein müsse, als der betreffende links vom Zeichen stehende 




9o4 


i <’ Ii 1 1 * u f e l s. 


Tlieil, dass also keine der Wurzeln numerisch grösser sein könne 
als: 

2 .*_ _ 

V S sr 

und dies gilt wieder für alle positiven Stellenzeiger r. 

Bezeichnet man nun mit p r den grössten aller Coefficieuten im 
Systeme ? ,ter Ordnung ohne Rücksicht auf das Zeichen und mit P 
die grösste der Summen: 

i (£2) i (A*3) + .... (/r n) 

die man durch schickliche Wahl von k und des Vorzeichens eines 
jeden Gliedes erreichen kann, so schliessen wir aus dem allgemeinen 
Bildungsgesetze der Coefficieuten höherer Ordnungen 

0 *).+< = ( 1 / 0.00 + ( 2 / 0 . 0 °-) + ( :!/ 0 . 0 3 ) + • • • 0 / 0 . 0 «) 

dass der numerische Wcrlli eines jeden Coeffieienten im (r+ t) ten 
Svsteme kleiner sei als 

l'r /' 

dass man also auch haheii werde 

< p, P (42) 

Eine Verbindung aller aus (42) dadurch hervorgehenden 
Bedingungen, dass man darin statt r der Reihe nach die natürlichen 
Zahlen von 1 bis r —1 setzt, ergibt aber: 

Pr < P P-' 

eine Relation, aus welcher sich, zu Folge der Voraussetzung, p r sei 
der grösste im Systeme ? ,ter Ordnung vorkommende Coefficient und 
mit Rücksicht darauf, dass die Diagonal-Coeflicicnten aller Systeme 
gerader Ordnung schon ihrer Form nach stets positiv sein müssen, 
wie ein Blick auf die Gleichung (41) lehrt, noch nachstehende zwei 
neue, nämlich: 

(kk)* r < p P'-' 

und 

+ cvi),„ + ( 3 : 5 ),.. + . . . . (««)* < »l> I*-' 

gültig für alle Ordnungszahlen r und Stellenzeiger k, ableiten lassen. 
Letztere, die mit Hülfe der Gleichung (32) auch so geschrieben wer¬ 
den kann 

S,,. < ftp P 1 -' 



zeigt, mit dem oben Gesagten verbunden, dass keine unter den Wur¬ 
zeln der Eliniinationsgleiclning grösser sein kann als : 



Da aber dieser Grenzwerth für beliebig grosse r Statt bat, 
weder n noch p und P das r enthalten, mit diesem also auch nicht 
wachsen können, ferner P seiner Definition nach kleiner als n p oder 


diesem höchstens gleich ist und demgemäss A/ ^ sich seinem klein¬ 


sten Wertlie der Einheit um so mehr nähert, je grösser r angenom¬ 
men wird, so ist klar, dass keine Wurzel numerisch den Werth von 



P 


zu übersteigen vermag; und dies ist die engste Grenze, welche wir 
für die Wurzeln s, ohne den Coeflicienten speeielle Wertlie beizulegen, 
finden konnten. Versucht man auf ähnlichem Wege extreme Wertlie 
für jY und Jf zu finden, so gelingt dies im Allgemeinen nur für erstere 
Gi •össe — für letztere nämlich nur unter der Voraussetzung, sänimt- 
liclie Coeflicienten seien positiv — und man überzeugt sich ferner 
leicht, dass die derart ermittelten stets noch innerhalb jener liegen, 
welche der alleinige Gebrauch des Systems zweiter Ordnung zu ihrer 
Bestimmung ergeben würde. Die tauglichsten derselben werden dem¬ 
nach hervorgeben aus den Gleichungen: 


iv* = 00 3 + + m* +. . . o) 3 

HP = (k I)- + (k2)- + (4-3)* + • • • (kur (44 ' 


in der ersteren den Stellenzeiger k so gewählt, dass ihr rechter Theil 
möglichst klein, in der letzteren aber so, dass er möglichst gross 
werde. Unter den Wurzeln der Eliniinationsgleiclning in s wird sich 
also mindestens eine befinden müssen, die, abgesehen vom Zeichen 
zwischen der Nulle und der Quadratwurzel, aus dem kleinsten der 
Diagonal-Coefficienten zweiter Ordnung liegt, ferner gleichfalls min¬ 
destens eine liegend zwischen der Quadratwurzel aus dem grössten 
der Diagonal-Coefficienten zweiter Ordnung und dem grössten unter 
den Summen der numerischen Wertlie aller je einer Horizontal- oder 
Vertiealreihc angehörendeu Coefficienten, es wird deren aber endlich 
keine geben, welche den Werth der letztgenannten Grösse übersteigt. 

Gehen wir jetzt über zur zweiten der oben unterschiedenen 
Arten von Gleichungen, nämlich zu Gleichungen von der Form: 



!r-M 
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so dringt sich zuerst die Bemerkung auf, ihre rechts vom Gleichheits¬ 
zeichen stehenden Thcile könnten, da alle Wurzeln s und folglich 
auch alle u reell, deren Quadrate daher allemal positiv sind, nur dann 
der Nulle gleich oder negativ werden, wenn wenigstens eine der 
Wurzeln s eine negative ist. Es folgt daraus, dass die Eliminations- 
gleichung in s Wurzeln von ungleichen Zeichen besitzen müsse, 
sobald es unter den Diagonal-Cocflicienten ungerader Ordnung der 
Nulle gleiche oder an Zeichen verschiedene gibt. Man wird also einem 
vorgelegten symmetrischen Systeme sogleich ansehen oh man über¬ 
haupt hollen dürfe, in der Eliminationsgleichung lauter positive oder 
negative Wurzeln zu linden — ersteres, wenn alle Coeflicicnten 
(Jck) positiv, letzteres, wenn sie negativ sind. Eine Gewissheit aber 
erlangt man dadurch keineswegs, denn einerseits bedingt ein durch- 
gehends gemeinschaftliches Zeichen sämmtliehcr Diagonal-Poefficien- 
ten ungerader Ordnung noch nicht ein ähnliches Verhalten der Wur¬ 
zeln, anderseits könnten ja wohl einige unter den genannten Coeffi- 
cientcn höherer Ordnung an Zeichen verschieden ausfallen — ein 
Umstand, von dessen Niehteintrclen man, mit Rücksicht auf das Bil¬ 
dungsgesetz höherer Coeflicicnten nur dann überzeugt ist, wenn das 
Glcichungssystcni erster Ordnung entweder lauter Coeflicicnten von 
einerlei Zeichen besitzt oder doch sich auf ein solches zurückführen 
lässt, dem diese Eigenschaft zukömmt. Dies findet z. B. Statt, wenn 
das Zeichen der ursprünglich gegebenen Coeflicicnten (Jik') bestimmt 
ist durch 

4- (_!)*(*)+*(*) 

unter y eine Function verstanden, derart, dass y (/»*) für alle Stellen¬ 
zeiger k eine ganze Zahl werde. Lässt man nämlich für einen Augen¬ 
blick (Jik ) blos den numerischen Werth der Coeflicicnten bedeuten, 
so dass sie seihst durch 

± (—1 )*(*) + *(*> (Jik) 

ausgedrückt werden müssen und führt dann im Gleichungssyslcme (1) 
mittelst der Substitutionen 

•f* = X‘ k (48) 

die neuen Grössen x ein, wodurch offenbar die Wurzeln s in keiner 
Weise berührt werden, so gelangt man zu einem transformirten, 
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dessen Gleichungen, deren eine etwa die Ic te nach Multiplication 
mit (—1 )'■?(*) folgendermassen geschrieben werden kann: 

+ [(]/,) %v ' % (_|)* ? (1)+»T(*) + (2/*) iv\ (_!)**(*)+»*(*) +_ 

(iik) x n (_1 )**(«)+*?(*)] = (_i)*9(*) (49) 

da der Voraussetzung nach y (/*•) stets eine ganze Zahl ist, Coef- 
licienten von durchgehends positiven oder negativen Zeichen besitzen, 
je nachdem in (46) das obere oder das untere der vor der Potenz 
von —1 stehenden Zeichen zu gelten hat. Es kann hier gelegent¬ 
lich bemerkt werden, dass einem symmetrischen Systeme von Glei¬ 
chungen wie (1) selbst dann noch lauter reelle Wurzeln .9 entspre¬ 
chen, wenn einige seiner Coefficienten nach bestimmten Gesetzen 
rein imaginär werden, ln der Thal behält man die durch die Formel 
(47) angezeigte Ausdrucksweise für die Coeflicienten und die Sub¬ 
stitutionen (48) für die Unbekannten bei, mit dem einzigen Unter¬ 
schiede, y (/;) solle nicht mehr für alle Stellenzeiger l: eine ganze 
Zahl werden, sondern ein Bruch mit dem Nenner 2 und einer belie¬ 
bigen ganzen Zahl als Zähler, so tragen einerseits gewisse unter den 
durch die Formel (47) bestimmten Coeflicienten des gegebenen 
Systemes Y — I als Factor bei sich, während andererseits säinintliehe 
Gleichungen des transformirten Systemes wieder eine Form bekommen, 
gleich der (49) und daher zu Folge der angenommenen Beschaffen¬ 
heit der Function y lediglich reelle und zwar symmetrische Coeflicien¬ 
ten besitzen, also auch in der ihnen entsprechenden Eliminations¬ 
gleichung lediglich reelle Wurzeln zulassen. 

Aus der Gleichung (49) geht aber ferner deutlich hervor, dass 
einem Systeme von Gleichungen, in welchem der Zeichenwechsel 
der Coeflicienten durch irgend einen Ausdruck wie (46) bestimmt ist, 
dieselben Wurzeln .9 angehören, die ein mit den Coefficienten ± 
(/*/»), darunter den gemeinschaftlichen numerischen Werth der Coef- 
ficicntcn beider Systeme verstanden, behaftetes besitzt; dass also 
namentlich die dem ersteren Systeme entsprechenden Wurzeln von 
durchgehends gleichen Zeichen sein müssen, wenn es die des zwei¬ 
ten sind und umgekehrt. 

Dieser Umstand licss uns vermuthen, es möchten sich, ohne Rück¬ 
sicht auf die Zeichen der Coeflicienten lediglich die numerischen 
Werthc derselben betrellcnde Bedingungen angeben lassen, deren 
Erfüllung hinreicht, das Vorkommen durchgehends positiver oder 
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negativer Wurzeln in der Eliininationsglcicliung zu bedingen. Es 
finden sieb solche nun wirklich und zwar in einem gewissen Über¬ 
wiegen von Seite der Diagonal-Coefficicnten: 

Setzen wir, um dies in Bezug auf positive Wurzeln nachzuwei¬ 
sen, in dem Gleichungssysteme (1) r -f- a statt s unter r eine posi¬ 
tive übrigens willkürliche Grösse verstanden, die wir nach ausge¬ 
führter Substitution auf die linke Seite der Gleichungen in die Dia¬ 
gonal - Coefficicnten schallen und sehen dann <7 als die neue Unbe¬ 
kannte der Eliminationsgleichung an, so ist klar, dass es unter den 
Wurzeln s keine negative geben könne, wenn abgesehen vom Zeichen 
keine der Wurzeln er das r übersteigt. Dies wird, mit Rücksicht auf 
die durch (43) gegebene oberste Grenze für die numerischen Wertlie 
der Wurzeln, dann stattfinden, wenn keine unter den Summen der 
numerischen Wertlie aller je einer Horizontal- oder Verticalreihe 
angchörenden Coefficicnten des transformirten Systemes grösser ist 
als r. Bezeichnen wir also für irgend eine der Gleichungen, etwa die 
A tc , eine solche Summe aller ihrer Coefficicnten, jedoch mit Ausschluss 
der diagonalen mit [AA], derart, dass dieses Symbol die Grösse r 
nicht enthält, so werden dje gesuchten Bedingungen offenbar folgende 
sein: 


(flfl) — »■ + r.'/.'/J < = r 

(50) 

r — (/•/,•) + [/,/.] < = r 

(51) 


erstorc hervorgehend aus jenen Gleichungen, deren Diagonal-Coeffi¬ 
cicnten vor der angezeigten Substitution gleich oder grösser, letztere 
aber aus jenen , in welcher eben diese Grössen gleich oder kleiner 
waren als r. Da sich aber die einen so schreiben lassen 

(w) =>['/'/] +2 C'/'/)-2>- (52) 

während die anderen anf die Relationen 

(/./.) - > [/,/.•] (53) 

führen, so ist klar, dass, weil diese das r nicht mehr enthalten, jene 
aber nur für (fffj) — > r bestehen, zu ihrer Erfüllung um so kleinere 
Wertlie der Diagonal-Coeflicienten hinreichende grösser r ange- 
noninien wird. Lassen wir daher dieses an Grösse säinintliche Dia- 
goual-Cocflieienten übersteigen, so reduciren sich uns die zu erfül¬ 
lenden Bedingungen auf die einzige für alle Stellenzeiger k gültige: 

(/.-/,) =>[/,/,-| (54) 
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Es erhellt daraus, die Eliminationsgleiehung in s müsse Wurzeln 
von durehgehend positiven Zeichen stets dann bieten, wenn jeder 
unter den Diagonal-Coelficicntcn gleich oder grösser ist, als die 
Summe der numerischen Werthc aller mit ihm in einer Reihe 
stehenden. 

Auf ähnlichem Wege gelangt man nach Vertauschung von ä mit 
— s im Glcichungssystcme (l) zu den Relationen 

-(/.•/,) - > [/./,] (35) 

als Bedingungen für das Vorkommen lediglich negativer Wurzeln — 
wir übergehen aber der Kürze wegen ihre Ableitung und fügen nur 
hei, dass sic übereinstimmend mit dem oben Gesagten augenschein¬ 
lich für sämmtliehe Diagonal-Coeflicienten das negative Vorzeichen 
erheischen, gleich wie die (54) für eben diese Grösse das positive. 

Wenn nun auch ein so bedeutendes Überwiegeu an numerischem 
Werth von Seite der Diagonal-Coefticiontcn, das hier als hinreichend 
nachgewiesen wurde, um in der Eliminationsgleiehung lauter Wurzeln 
von einerlei Zeichen erscheinen zu lassen, eben nicht überall dazu 
nothwendig ist, so kann doch andererseits wieder leicht gezeigt 
werden, dass die genannten Grössen nicht unter bestimmte Grenzen 
sinken dürfen, ohne gewiss Veranlassung zu geben zur Entstehung 
von Wurzeln mit verschiedenen Zeichen. Führt man nämlich in (1) 
statt irgend eines Paares der Unbekannten x deren Summe und Diffe¬ 
renz als neue Unbekannte ein, setzt also etwa: 

,T*l l = «T -j- X j { i «b‘| { ~ X |,— X 

und ordnet dann die Gleichungen derart, dass sie mit der ursprüng¬ 
lichen der Form nach ühercinstimmcn, so finden sich unter ihren 
Diagonal-Coeflicienten namentlich folgende zwei: 

+ («> ; «“>+<“> _ («, 

die stets von ungleichen Zeichen sind, sobald der numerische Werth 
von (/</;) den von ühcrtriITt, — womit das Gesagte bewie¬ 

sen ist. Die Eliminationsglciehung bietet also gewiss Wurzeln von 
verschiedenen Zeichen, wenn einer der Coefficientcn numerisch 
grösser ist, als die halbe Summe jener Diagonal-Coeffieienten, mit 
denen er in einer Reihe vorkömmt. 

Es ist ferner noch möglich, verschiedene Paare von Grenzen, 
innerhalh welcher einzelne unter den Wurzeln s und zwar mit Rück- 
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sieht ouf ihr Zeichen liegen müssen, anzugeben: Nennen wir 
und?’—aein solches, unter r und a einstweilen unbestimmte Grössen 
verstanden, so werden wir, um die Existenz einer Wurzel, kleiner als 
r-\~cn, aber grösser als r —sc, sicher zu stellen, nur nöthig haben zu 
beweisen, die Eliminationsgleichung in s besitze deren mindestens 
eine, welche den Ausdruck: 

g — ($—?’-f-a) ( s — r — a ) 
oder was dasselbe ist, den 

g — s~ — 2?\s*-f-?' 2 —a (06) 

zu einem negativen macht. Dies geschieht aber folgendermassen: 

Wir suhtrahiren von den einzelnen Gleichungen des Systcmes 
(20) darin den Stellenzeiger r=2 gesetzt, also von denen der zwei¬ 
ten Ordnung die correspondirenden der ersten, nachdem wir diese 
vorher mit 2 ?• multiplicirt haben, w orauf w ir zur ersten der so neu 
entstehenden beiderseits ti L (?* 2 —a 2 ), zur zweiten ?? 2 (?* 2 —a 2 ) kurz 
allgemein zur k ien u k (?* 2 —sc 2 ) addiren. Das in beschriebener Weise 
erzeugte eombinirte System besitzt nun aber, w ie leicht zu ersehen, 
Diagonal-Coeflieienten von der Form 


(M)a— 2r (/v/v) -f r 2 —sc 2 (07) 


w ährend der gemeinschaftliche Factor der Unbekannten u in den 
rechts vom Zeichen stehenden Theilen seiner Gleichungen, also die 
neue Unbekannte der Eliniinationsgleichung oflenbar eben die durch 
den Ausdruck (06) dcfinirtc Grösse g ist. Lassen wir daher cc bestimmt 
sein durch folgende Gleichung: 

sc —V ?’ 2 — 2?’ (/«'/»’) -j- (Ji'fi)i (08) 


w as immer zulässig ist, da dem Bildungsgesetze höherer Coefficienten 
gemäss (/.*/.■) o sich stets grösser als (/r/;) 2 (ludet, also auch der in (08) 
unter dein Wurzelzeichen stehende Ausdruck das positive Zeichen 
für ein beliebiges r und k an sich trägt, so verschwindet im trans- 
formirten Systeme einer der Diagonal-Coeflieienten, nämlich der (07) ; 
die Eliminationsgleiehnng in g liefert dann w ie w ir wissen mindestens 
eine negative und eben darum die in s auch mindestens eine, nach 
Umständen positive oder negative Wurzel, aber eingesehlossen zwi¬ 
schen den Grenzen 


(SO) 


2,- (/./.•) + (**), 
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und 


r + V r-—2r (kk) + (kk). 

Um jetzt diese möglichst enge zu machen, wählen wir 

>■ = m 

wodurch sie uns übergehen in nachstehende 


(SO) 


(kk) — V (kk ) o — (kk)- ; (kk) + I (kk), — (kk)- (GO) 


und sodann mit Rücksicht auf die Zusammensetzung der Coefficienten 
(Ä*Ä*) 3 zu dem Schlüsse führen, die Eliminationsgleichung in s besitze 
mindestens eine Wurzel liegend zwischen der Summe und der Diffe¬ 
renz aus je einem der Diagonal-Coöftieienten und der Quadratwurzel 
aus der Summe der Quadrate aller jener Coeflicienten, welche mit 
ihm in einer Horizontal- oder Verticalreihe Vorkommen. 

Solche Grenzenpaare wie (GO), die wir kürzer so schreiben: 


(kk) ± [K-]o 


(Gl) 


erhalten wir nun so viele als es Stellenzeiger k, oder was dasselbe ist, 
so viele als es der Gleichungen im Systeme (1) gibt, doch werden sie 
nur Hindeutungen auf so viele von einander verschiedene Wurzeln 
darbieten, als unter ihnen sich gegenseitig vollkommen ausscldies- 
sende befinden, was, wie ersichtlich, allein von den numerischen 
Werthen sämmtlicher Coeflicienten abhängt. Erwühnenswerth ist hier 
der Fall, wo die Diagonal-Coefficienten sich in eine Reihenfolge brin¬ 
gen lassen, derart, dass stets die einem derselben coordinirte untere 
Grenze grösser ist als die dem in der Reihe nächstfolgenden zuge¬ 
ordnete obere — man besitzt dann in der Tliat Hinweisungen auf 
n differente Wurzeln der Eliminationsgleichung. 

Von weit grösserem Belange als vermöge der Erleichterung des 
Aufsuchens der Wurzeln, welche sie nach Obigen gewähren, werden 
aber diese Grenzenpaare dadurch, dass sie in vielen Fällen einen 
Schluss auf die Anzahl der in der Eliminationsgleichung vorkom¬ 
menden positiven und negativen Wurzeln gestatten. 

Denken wir uns nämlich die Eliminationsgleichung allgemein 
aufgelöst, das heisst ihre Wurzeln in die Formen: 



gebracht, unter den o Functionen der Coeflicienten (///*) verstanden, 
so ist zuvörderst klar, dass, weil jedes der Grenzenpaare (Gl) auf 
eine positive oder negative Wurzel hinweist, je nachdem der betref- 
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lende Diagonal-Coeflicient (/:/:) grosser ist als [A7r]. 2 oder kleiner als 
— [Ä7iJ 2 , sieli unter den letzteren, bezüglich eines jeden der Diago- 
nal-Coeflicienten (/./i), auch mindestens eine befinden müsse, deren 
Zeichen lediglich durch schickliche Wahl eben dieses Coeffieienten 
und ohne Rücksicht auf die Wcrthe aller übrigen, beliebig positiv oder 
negativ festgesetzt werden kann. Die eben erwähnte Eigenschaft 
kann aber olfenbar keiner der Functionen y in Rezug auf zwei oder 
mehrere der Diagonal-Coeffieienten znkomineu, ferner eben darum 
und weil ihre Anzahl gleich der ist der Diagonal-Coefticienten, auch 
nicht mehreren unter ihnen in Rezug auf einen und denselben. Es wird 
daher das Zeichen einer jeden dieser Functionen auch nur durch 
schickliche Wahl je eines der Diagonal-Coefticienten ausschliesslich 
bestimmbar sein. Daraus folgt nun aber, es müssten nach Substitu¬ 
tion der Werthe sämmtlieher Coeffieienten in die Functionen y von 
diesen, oder was dasselbe ist, von den Wurzeln der Eliminationsglei¬ 
chung in s gewiss so viele positiv ausfnllen. als im ursprünglichen 
Gleichungs-Systeme der Relation 

(/.-/>•) - > |/./.|, (62) 

hingegen so viele negativ als der 

(**)=<-[**]» (63 

Genüg«» leistende Diagonal-Coefticienten Vorkommen. Mau wird also 
namentlich auf durehgehends positive oder negative Wurzeln der 
Eliminationsgleichung schliessen, je nachdem sämmlliehe Dingonnl- 
Cocflieienlen die Relation (02) oder die (03) erfüllen, und nur in dem 
Falle, als einige von ihnen keiner derselben entsprechen sollten, über 
das Zeichen eben so vieler Wurzeln in Ungewissheit bleiben. Ver¬ 
gleicht man jetzt die unter (04) und (00), für das Vorkommen von 
Wurzeln einerlei Zeichens, angegebenen Redingungen mit den neuer¬ 
lich gefundenen, so fällt dies zu Gunsten der letzteren aus, während 
nämlich erstere von Seite jedes Diagonal -Coeffieienten ein durch¬ 
schnittliches Überwiegen aller in einer Reibe neben ihm stehenden 
Coeffieienten im Verhältnisse von 1 : n — I erheischen, fordern diese 
nur ein solches im Verhältnisse von 1 : 1 n — 1. 

Risher haben wir nur einzelne, das Verhallen der Coeffieienten 
unter einander hetrefiende Bedingungen ermittelt, deren Erfüllung 
zur Entscheidung, ob die Eliminntionsgleichung lauter Wurzeln von 
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einerlei Zeichen darbielen werde, allein nothwendig oder hinreichend 
war — solche nun niifznstellen, denen diese beiden Charaktere 
zugleich zukonimen, sind wir nicht im Stande, wohl aber können 
wir für die Coeflicienten (A/r) eine Art ihrer Zusammensetzung ans 
anderen und zwar willkürlichen Grössen angeben, die stets das Vor¬ 
kommen von Wurzeln mit gemeinschaftlichen Zeichen, etwa dem posi¬ 
tiven herbeiführt. Lassen sich nämlich die Coeflicienten (A/r) eines 
symmetrischen Systcmes auf die Form: 

(AA)=-(1A/(!*)' +(2 A)' (2 4)'+ • • • («A)'(«*)'(64) 

bringen, unter den neuen abermals symmetrischen Symbolen (A Zr)' 
reelle übrigens willkürliche Grössen verstanden, so ist klar, dass man 
der früher eingeführten ßezeichmmgsweise gemäss auch setzen 
könne: 

(A£) = (/iA)', 

woraus folgt, dass das mit den Coeflicienten (AA) ursprünglich gege¬ 
bene System betrachtet werden könne als eines zweiter Ordnung, dass 
ihm demnach als Wurzeln die Quadrate jener zukommen, die ein 
mit den Coeflicienten (A/r)' behaftetes besitzt. Nun wissen wir aber, 
dass die Wurzeln eines Systcmes mit Coeflicienten wie (A/r)' allemal 
reell sind, falls nur die (AA)' seihst es sind, es werden daher auch 
die Wurzeln eines Systcmes mit den Coeflicienten 

(A/r) = (Ä*)a 

als Quadrate reeller Grössen sänimilieh positiv sein müssen. Liegen 
also die Coeflicienten irgend eines Systcmes in der Art (04) zusam¬ 
mengesetzt vor, so wird man sicher sein, in der Eliminationsgleichung 
lauter positive Wurzeln anziitrellen, ist dies aber nicht der Fall, so 
wird man wohl niemals zur Auflösung einer Reihe von Gleichungen 
wie (04), deren es wie ersichtlich —^—- gibt, seine Zuflucht neh¬ 
men, um aus <1 er Realität der aus ihnen hervorgehenden Wcrthe der 
Grössen (A/r)' au der Zahl ebenfalls aufein solches Verhalten 

der Wurzeln s zu schliessen; man wird vielmehr, was erwühneiis- 
werth scheint, eine gelegentlich gebotene Auflösung von Gleichun¬ 
gen der Form (04), die offenbar bezüglich der Unbekannten (AA)' 
vom zweiten Grade sind, zurückführen auf die eines Systcmes linea¬ 
rer Gleichungen (1), behaftet mit den Coeflicienten (A/r). Hiezu 
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dient aber nachstehende Formel: 


(M)'=± V V /x l ±«k' + >h*y s 3 ± . . • K'K\ «n ( 65 ) 

in welcher die Zeichen der einzelnen Glieder, mit der Einschränkung 
nicht zu wechseln beim Übergänge auf andere und andere Stellen¬ 
zeiger h, Ä\ beliebig gewählt werden dürfen, die also, wie es sein 
muss, für jede der Grössen (Jik)' mehre den Gleichungen (64) ent¬ 
sprechende Auflösungen darbietet, nämlich so viele als verschiedene 
Zeichenahwechslungen in (66) statuirt werden können — eine For¬ 
mel, deren Richtigkeit zur Genüge hervorgehl aus dem bereits 
erwähnten Umstande, die Gleichungen (I), denen die u und s entnom¬ 
men sind, Hessen sich betrachten als solche zweiter Ordnung, abge¬ 
leitet aus einem mit den Coeftieienten (h /»•)' behafteten Gleichungs- 
Systeme erster Ordnung. 

Wir kehren jetzt zurück zur Eliminatiunsgleichung in s und der 
von uns in den Gleichungen (36) — (39) dargelegten Methode ihrer 
numerischen Berechnung: 

Im Vergleiche zu dem üblichen comhinatorischen Verfahren, die 
Determinante der Grössen (///;) und aus dieser die Eliminationsglei¬ 
chung in s darzustellen, besitzt nun das hier beschriebene zuvörderst 
den Vorzug grösserer Einfachheit. Es ist nämlich nach demselben 
einerseits nicht nöthig, die erwähnte Gleichung zuerst vollständig in 
symbolischer Form aufzuschreiben, was, wenn die Anzahl der Glei¬ 
chungen des gegebenen Systemes eine nur irgend bedeutende ist, 
keinen unerheblichen Theil der Gesammlarbeit ausmacht, wie dies 
bei dem eombinatoriehen Verfahren erfordert wird um sicher zu sein, 
dass alle durch dasselbe angezeigten Rechnungsoperationen ausge¬ 
führt werden, andererseits die Zahl der nothigen Rechnungsoperatio¬ 
nen bedeutend kleiner ist als bei jenem. Um Letzteres deutlich zu 
machen, wollen wir die nach hehlen Methoden erforderlichen Zahlen 
von Multiplicalionen und Divisionen einander gegeniiherstellen. 

Da in jedem Systeme der Coeftieienten — verschiedene 

Vorkommen, jeder dieser Coeftieienten aber, wie ihr Bildungsgesetz 
ausweist, durch n Mulliplicationen gewonnen wird, so sind deren in 

jedem Systeme höherer Ordnung n ■ * { ) auszuführen. Wir haben 

aber solcher Systeme aus dem gegebenen n — 1 neun an der Zahl 
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abzuleiten, cs werden sieb daher die zur Berechnung sämmtlieher 
Coefficienlen nöthigen Mulliplicalionen auf: 

(n — 1 ) 



belaufen. Fügen wir hinzu die Multiplikationen und Divisionen, welche 
die Gleichungen (39) zur Auflösung erfordern —1 5 \ V ie 

leicht zu ersehen, so stellt sich die gesuchte Gesammtzahl bezüglich 
unserer Methode auf 

„.2iOi±i) (rt _i) + !LÜCtl) _ i (CG) 

Dass nun diese mindestens von gewissen und zwar sehr niedrigen 
Werthen von n angefangen, kleiner sei als die entsprechende für das 
kombinatorische Verfahren, ersieht man daraus, dass bei dem letzte¬ 
ren, wie aus dein Bildungsgesetze der Determinante hervorgeht, 
allein die Berechnung des letzten Gliedes der Eliminationsgleichung 
eine Anzahl von 

(u —1). n(n —1) (n —2) .... 2*1 

Multiplicationen erfordert, ln der That schon für n = o, wo diese 
Zahl 480 wird, iibertrifft sie bedeutend die oben gefundene Gesammt¬ 
zahl, welche sich in diesem Falle auf 314 beläuft. Ein noch günsti¬ 
geres Verhältniss stellt sich und zwar bei noch minderen Werthen von 
n heraus, wenn man auch von dem kombinatorischen Verfahren wie 
billig die Gesammtzahl der nöthigen Operationen in den Vergleich 
zieht. Aber noch mehr— es lassen sich viele von den in (OG) ange¬ 
gebenen Multiplikationen ganz zweckmässig in Additionen umwandeln. 
Betrachtet man nämlich das Bildungsgesetz höherer Coefficienten (3G), 
so wird man sehen, dass in allen den Produkten, die zu ihrer Ermitt¬ 
lung gerechnet werden müssen, eine Reihe von Faktoren, bestehend 
aus Coeflicientcn des Systems erster Ordnung, stets wiederkehrt und 
nur die andere, Coefiicienten des unmittelbar vorher berechneten 
Systemes in sieh begreifend, von Ordnung zu Ordnung wechselt. 

Hat man daher jeden der Coeflicientcn des gegebenen Systems 
der Reihe nach multiplicirt mit den Zahlen 1, 2, 3 . . . 9, so werden 
sich aus den so entstandenen Elementen, da offenbar jeder unter den 
Coeflicientcn höherer Ordnung wieder nur durch einen Complex der 
Ziffern Obis 9 vorgestellt wird, alle erwähnten Produkte und somit 

(>:* 
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auch sämmtliehe Coefficienteu lediglich durch die Operation des 
Addirens mul die ganz mühelose Multiplieation mit Potenzen von 10 
bilden lassen. Solcher Elemente gibt es aber 9 ” + ^ und zu ihrer 

Berechnung sind, weil der Einser als Factor nicht zählt, 4 n (?*+l) 
Multiplicationen auszuführen; cs ergibt sich daher mit Rücksicht auf 
die zur Aullösung der Gleichungen (39) nöthigen Rechnungsopera¬ 
tionen 

4„(„+|)+^Ü)— I (67) 

als Gcsammtzahl der nach unserer Methode zur Herstellung der Eli- 
minationsgleichung in s erforderlichen Multiplicationcn und Divisionen. 
Bei jeder Rechnung von einiger Weitläufigkeit ist aber, um einen 
während derselben begangenen Fehler leichter entdecken zu können, 
eine Controlle wünschenswert!! — in unserer Methode liegt nun fol¬ 
gende: Es lehrt eine kurze Vergegenwärtigung der Eliminationsglei¬ 
chung in symbolischer Form nach dem combinatorischen Verfahren, 
dass alle ihre Coefticienten ganze Zahlen sein müssen, falls nur die 
des vorgelegten Gleichungs- Systemes solche sind. Nun gewinnen 
wir aber, wie aus (39) zu ersehen, die Coefticienten der Eliminations¬ 
gleichung erst nach mehren Divisionen durch 2, 3, 4, . . . n. Sol¬ 
len also die Rechnungen fehlerlos sein, so müssen, die Coefticienten 
(///;) als ganze Zahlen vorausgesetzt, alle diese Divisionen ohne Best 
ausführbar sein — und diese Controlle ist auch dann noch anwend¬ 
bar, wenn die Coefticienten des vorgelegten Gleichungs-Systemes 
zwar nicht ganze, aber doch rationale Zahlen sind, denn man kann in 
diesem Falle durch Einführung von s/m statt s unter m den kleinsten 
gemeinschaftlichen Nenner aller Coefticienten verstanden und nach- 
lierige Multiplieation des gegebenen Systems mit m dasselbe offen¬ 
bar auf ein anderes mit ganzzahligen Coefticienten zurückführen. Die 
Vortheile, welche nach dem Vorhergehenden unsere Methode bietet, 
werden noch bedeutend dadurch vermehrt, dass die bei ihrer Durch¬ 
führung gewonnenen Grössen, nämlich die Coefticienten der Systeme 
höherer Ordnung und der Eliininationsgleiehung in sehr einfacher 
Weise die Auflösungen für die Unbekannten u zusammensetzen. 

Wir benützen mm zur Darstellung der n nicht die ursprünglich 
gegebenen Gleichungen (1). sondern die aus ihnen abgeleiteten (18), 
(19), (22), (34). Es hatten bisher die Symbole (M) P nur eine Bedeu¬ 
tung für alle positiven ganzen Zahlen r vor der Einheit angefangen. 
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auch erschien dieser Bezeichnung gemäss die Gleichung (22) als spe- 
cieller Fall der (34). Führen wir aber der Bequemlichkeit wegen das 
Symbol (hk) 0 ein und sei dasselbe der Nulle gleich, wenn k und h 
von einander verschieden, hingegen der positiven Einheit, wenn dem 
nicht so ist, so können wir offenbar alle erwähnten Gleichungen durch 
die eine 

(hk) T = s, r u k x + 5 2 r w h 2 « k 2 + .s 3 r u b * i/ k » + . . . s r a ul ul (68) 

ersetzen, in welcher r alle positiven ganzen Zahlen von der Nulle 
angefangen bedeuten darf. In dieser betrachten wir nun wieder nicht 
die einzelnen u, sondern vielmehr dieProductc // h 1 «k 1 , u lt z u k 2 , u h 3 u k * 
.. -w h n u k n an der Zahl n wie ersichtlich als die Unbekannten, bedürfen 
also zu deren Bestimmung nur «-Gleichungen von der Form (GS), etwa 
jene, welche aus (68) hervorgoheu, darin nach und nach r gleich 
0, 1, 2, 3 . . . n — 1 nehmend. Um aber später zu zeigen, dass die 
so erhaltenen Auflösungen der n in das gegebene Gleichungssystem 
substiluirt, dieses zu einem identischen machen, wird noch eine andere 
Relation nöthig, die wir nur bekommen die Gleichungen von der Form 
(68) an der Zahl «-|-1 in Gebrauch ziehend. Es sind dieselben 
folgende : 


Kl,' Hk' 

+ 

2 -f 

Hk“ H k " T • 

■ • "k* 

Hk" 

II 

O 

*1 ><!,'Hk' 

+ s. 

: ' Hk- H k 2 + S 3 

Hk" «k" + ■ 

■ • "h" 

"k" 

= (WO. 

«l'Wj 1 «»-' 

4 *: 

i ' Hk ' Hk' + 

Hk" Hk" + • • 

. U h " 

Hk” 

= (A/0, 

•V‘ - V«A 


H h 'H k '+ S 3 » 


■ . S u n ~'u 

h u / 
n ll u 

1 = (A/0« 

*1 "tlh'U k ' 

' + « 

■z" Hk- H,r + « 4 " 

Hk" H k " + 

■ ■ V Hk" 

Uk* 

= (A/0» 


Multiplieiren wir sie der Reihe nach mit den CoeHicienten der 
Eliminationsgleichung (38), nämlich die erste mit A n , die zweite mit 
^4 n . t und so fort, endlich die letzte mit der Einheit und addiren darauf, 
so erhalten wir, bemerkend es seien einerseits die s,, s 2 , s 3 , . . s n 
Wurzeln der erwähnten Gleichung, andererseits die Produote u h u k 
schon in Folge der Relationen (6) stets endliche Grössen 

(kk)„ ~\- A\ (/<*),_! A> (///i ) M — 2 + * • • 

A n —i (kk)i -[- A n (hfc)o — t) (70) 

und dies ist die gesuchte Relation. Trifft man die Bestimmung, dass 
in nachstehender Formel die positiven Potenzen von (//£■), nach denen 

na* 


(69 
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sie zu entwickeln ist, in Ordnungszahlen verwandelt werden sollen, 
so kann man der Gleichung (70) die sehr einfache symbolische Form: 

*■{(**)}-« m 

crthcilen. Es ist aber eben diese Gleichung (70) nicht die einzige 

der Art, sondern nur ein specieller Fall der allgemeineren: 

(M)„.j_ r + A t (Wt) /J+r — 1 + A 2 (k!i) n - f- r — 2 + • • • 

-f- A n —i (Jik ) r +1 + A„ (Äi-)r — 6 (72) 

die erhalten wird, wenn man anstatt der Gleichungen (09) eine Reihe 
anderer aus (08) dadurch, dass man darin r in r+G r-f-2, r+3, 
. . . r+w übergehen lässt, hervorgellende derselben Behandlung 
unterwirft, und die sieh gleich der (TO) folgendcrmassen symbolisch 
schreiben lässt: 

F{(l,k) r }=o (73) 

Die Gleichungen (70) und (72) sind schon darum erwähnens- 
werth, weil sie ein einfacheres Bildungsgesetz für die Coefficienten 
höherer Systeme vorstellen, deren Ordnungszahl grösser ist als n—\, 
es zeigt sieh nämlich jeder Coefficient (A&) n+r eines solchen Systems 
linear ausgedriiekt durch alle jene, welche in n vorhergehenden die¬ 
selbe Stelle einnehmen, wie der gesuchte in seinem und durch die 
von h und k unabhängigen Coeftieienten A der Eliminationsgleiehung. 

Was nun die Producte u h u k anlangt, so lassen sieh diese sehr 
leicht aus den ersten «-Gleichungen (09) finden, wenn man bemerkt, 
dass der Ausdruck 


F(s) 



verschwindet, so oft man für ,s* eine der Wurzeln Si s 2 $« . . s lx mit 
Ausnahme von in denselben setzt, hingegen in 

F' («0 

sich verwandelt, wenn man nimmt. Multiplicirt man daher die 

ersten «-Gleichungen (09) mit den durch die Relation: 

— = V + V s -f V »*+... s— 1 (74) 

S —Sja 

definirten Grössen X der Reihe nach, das heisst die erste mit X</, die 
zweite mit X,’ 1 u. s. f., endlich die letzte mit X’ 1 ,,., und addirt sie 
darauf alle, so erhält jedes der Producte « h v u einen solchen vor- 
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schwindenden Ausdruck als Factor mit alleiniger Ausnahme von 
welches in 

F' (X) 

multiplieirt erscheint. Das Resultat wird also sein: 

Itf F'(s^) = V ( ///.'Jo + V (M), + (/i/Oa + • • ' 

x„_ 1^ (///.•),.-I 


woraus: 


«a 1 * «*i* = 


S jV (A*)r} # " 1 


F'M 


(75) 


als gesuchte Auflösung für die Unbekannten hervorgeht. Um aus vor¬ 
stehender Gleichung die Werthe der einzelnen u ziehen zu können, 
hat man nur mehr nöthig die Eingangs erwähnte und auch in (75) lie¬ 
gende Willkür, bezüglich des Zeichens einer der Grössen u dadurch 
zu heben, dass man eine derselben mit bestimmten z. ß. positiven 
Zeichen verlangt. In der Tliat setzen wir in der Gleichung (75), die 
wir der Kürze wegen so schreiben 

-= ( i 0 ) 

h — k so findet sich, dass wegen 

= ± l 7 f\h (77) 

diese Grösse u h mit beliebigen Zeichen genommen werden kann, aber 
auch , dass diese Unbestimmtheit nur bei einer von allen derselben 
Wurzel zugeordneten Grössen u vorkömmt, da wenn in (77) das 
Zeichen von u h festgesetzt worden, etwa als positiv alle übrigen der¬ 
selben Wurzel s, zugeordneten u nach Siibtitution der (77) in (7G) aus 

( 78 ) 

V c h . h 

mit bestimmten Zeichen hervorgehen. Lassen wir also fi den Stellen¬ 
zeiger jener Unbekannten bedeuten, deren Zeichen im voraus bestimmt 
ist, so wird, wenn dieses das positive ist, die Gleichung 

Ctk 

(79) 

wenn es aber das negative ist, die 

^ h.k 


W = 


1 Fl, 


( 80 ) 








L i c li l *• n f e I s. 


i)?ü 

es sein, welche uns zur Kenntniss aller einzelnen u führt, ln den 
meisten Fällen ist es aber genügend, solche am Eingänge mit x 
hezeichnete Grössen zu kennen, die eine willkürliche Constante als 
Factor hei sichtragen. Snbstituiren wir also die aus (79) oder (80) 
sich ergehenden Werthe der u in die Gleichungen (9) und begreifen 
sowohl ± 1 als auch den gemeinschaftlichen Nenner F' (s^) in 
die erwähnte Constante ein, so bekommen wir, da diese für jede Wur¬ 
zel eine andere sein darf 

= CV S jv (/»OrJ'' _1 ( 8I ) 

eine Formel, in welcher der Stellenzeiger h beliebig gewählt werden 
kann und zwar jener Grosse x angehört, die mit 

^(O 

einerlei Zeichen zu tragen bestimmt ist. 

Der Beweis, dass die aus (81) gezogenen Auflösungen für die 
Unbekannten x das vorgelegte Gleichungs-System (1) erfüllen, lässt 
sich nun auch rückwärts etwa folgendermassen führen: 

Man setzt in (81), nachdem man darin den Index p. der Kürze 
wegen hinweggelassen hat, für die X ihre bekannten Wcrthe, nämlich: 

X|j_i=l. /„—o = ä -\~ A \ : ^ w _3 = s 3 -f- sA i -f- Ao ; . . . . 

X 0 = s«- 1 + .s»- 2 A t + ... . A n -t 

wodurch man zu 

■r, = C \s"-' (/»*)„ + *—* | (AA)„ A, + (hk) t ] + - 

[(A/Oo ji n —\ -f- (AA) i A„—2 -f- • • • (AA)«—,] j (82) 

gelangt und bildet dann das Polynom: 

(I/O + (2/0 x, + (3Ä) .i-j + . . . («AO x„ = 

= S|(«*)4 = C SS{ ( aA ')| 

u * / 1 ar '* ' 0 

Schreibt man aber dieses mit Rücksicht auf das Bildungsgesetz 
höherer Coefficientcn wie folgt 

(1/0 .r, 4- (2A-) -f, + . . . («AO ,v k = C {«—• (A/0, + 

.s-- i [(AA) 1 4 1 +(AAOO+ • .[(AA) 1 .l li _,+(AA)*J ll _,+ . .(AA)„]j(83) 
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und zieht hierauf ilie (82), nachdem man sie vorher mit smultiplieirt 
liat, von der (83) ab, so ergibt sieh nach einigen Reductionen 

(I/O .r, + (2/0 .r, + (3X0 ^3 + • • ("/>*) — w* = 

C .[(A/Oi ^n— 1 + ^n~2 + • • • (AXr)«] 

- C (Ai)o [> + «- 1 ^1 + . • • • sA n - 1 ] 
oder weil hier das als Factor von (4A*) 0 erscheinende Polynom nach 
(38) gleich 


ist, auch: 


(1/0 »h’i (2X) .t* 3 0“ * • * • 0*A) 


+ C . ](A/0„ + (/<*)«-! + (AA-).-2 + • • • (/i*)o 4,} (84) 

In dieser Gleichung verschwindet aber zufolge der unter (70) 
naehgewiesenen Relation reehterseits das ganze in C multiplicirte 
Polynom. Sie seihst reducirt sieh daher auf die: 

(I /0.r, + (2 *) .r a + (3 k) x t + ..(>< k)x n = *i? k (83) 

und gibt somit die Überzeugung, dass die Auflösungen (St) für die 
Unbekannten .?• in der That für jeden beliebigen Stellenzeiger k der 
Gleichung (83) oder was dasselbe ist, sannntliehen des vorgelegten 
Gleichungs-Systemes (1) Genüge leisten. 

Schliesslich wollen wir noch bemerken, dass die Auflösungen 
(81), für sie dieselbe schon oben gehrauchte symbolische Schreib¬ 
weise in Anspruch nehmend, in nachstehende sehr einfache Gestalt 
sieh fassen lassen: 

•’' ! ” c '(Sj=£ (»«) 

eine Formel, deren Richtigkeit ein kurzes Zusammenhalten der Glei¬ 
chungen (74) und (81) unmittelbar lehrt und die wir, des häufigen 
Vorkommens unbestimmter Gleichungen halber vorzüglich darum bei- 
bringen, weil sie ungleich der (81) tauglich erscheint, die Zusammen¬ 
setzung ihrer Auflösungen aus den Coeflieienten (Jik) deutlich vor 
Augen zu führen. 

b. Bestimmte Gleichungen. 

Die ein System symmetrischer bestimmter Gleichungen wie: 

(11) .i*! 0- (12) .r 2 -j- (13) ,r 3 • • • 0*0 ,r n = 


(21) d\ 0" (22) . v 2 + (23) x z -f- 
(31) -j- (32) a- 3 -f- (33) x 5 -j- 


(/?!) »r, + (;/2) d' z + (*<3) .r 3 + . 


(2 n) x\ = L 
(3 n ) x n = f 3 


. (n n) = £ n 
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erfüllenden Wcrthc der Unlicksinnlcn t v lassen sich w ie bereits ange- 
kiindet worden, zusammensetzen aus den, bei der Auflösung eines mit 
denselben Cocflieienteu behafteten Systemcs unbestimmter Gleichun¬ 
gen, gewonnenen Grössen, das heisst, sie lassen sieh darstellen als 
Functionen sämmtlieher u und der Wurzelnder Eliminationsglciehung. 
Es geschieht dies nun folgendermasscn: 

Man multiplieirt, unter Beibehaltung der iin vorigen Abschnitte 
angenommenen Bezeichnungen die Gleichungen (I) der Reihe nach 
mit 

n'u /i\>. n x ~ .... u\, 

darauf addirt man sie und erhält als Resultat vermöge der Gleichun¬ 
gen ((i 25), diese auf die Wurzel s, bezogen: 

’-j-.tv/« ‘-f-. ..c«//,, 1 ) = |i d x t-j- . . . (2) 

dieselbe Operation mit anderen und anderen Reihen der u vorgenom¬ 
men, liefert aber noch aus ähnlichen Gründen: 

+ -.'Vf» 3 ) =£|MiH-Ss«3H- - £«««'' 

3 +.l? S H a 3 +.t. , 3«s S + • = Cl «I 3 +C3«3 3 +-Cn« n 3 (2) 

+ + ‘ -IVO =Cl«l" f Co«.." -f- 

Jetzt multiplieirt man die sämmtlichen Gleichungen (2) in der 
Ordnung, in welcher sie aufgeführt wurden, mit 

u\ tr k ir k //* 

Ä 1 Ä 3. 

und addirt sie abermals, w omit die Rechnung beendet ist. In der so 
erhaltenen Summe fallen nämlich links vom Gleichheitszeichen alle# 
hinw eg, da sie einen zu Folge der Relationen (a, 1 fl) der Nulle glei¬ 
chen Factor hei sich tragen, mit alleiniger Ausnahme von ,r k , dessen 
Factor sich der Einheit gleich findet. Sie seihst: 


v P'V' 1 ! . "Vd, , 

•I'k = <Si-1-f- • • • - 

l s. s., s n 



liefert daher sogleich den gesuchten Werth von ,c k wie folgt: 
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Nun ist aber im Sinne der für Coefllcienten von Gleichungs- 
systenien verschiedener Ordnung eingefülirten Bezeichnungsweise, 
die auf negative Ordnungszahlen auszudehiien uns offenbar gar nichts 
hindert 


(/'*)-< = 


u \ n' 

Si 


+ 


* 


+ 


+ • 


(4) 


wir können also den, in der für alle Stellenzeiger & gültigen Glei¬ 
chung (3) enthaltenen Auflösungen des Gleichungs-Systemes (1) noch 
nachstehende übersichtlichere Formen ertheilen: 


■r, = (II)-. + (I2)_, + (Ui)-* Ci + • - • O)-. C. 

•«-, = (21) — , ?, + (2*2)— i $. + (2:5) , & + 

■f 3 = (3l)_, + (32) — , £ + (33)_, & + • • • (3«)-i I. 

■v n = (//!)_, + («2)_, I, + («3)_, i, + ... (««)-■ C- 

Was nun die Coeflicienten (hk)_ { oder überhaupt die negativer 
Ordnungszahlen betrifft, so stehen sie, obgleich sie nicht wie die posi¬ 
tiver Ordnungszahlen nach dem im ersten Abschnitte beschriebenen 
Verfahren aus den Cnefficienten des Gleichungs-Systemes (1) sich 
bilden lassen, dennoch sowohl zu allen ihres Gleichen als zu denen 
positiver Ordnungszahlen genau in denselben Beziehungen, in welche 
die letzteren unter einander treten. Es hat dies darin seinen Grund, 
dass das Bildungsgesetz (36), welches seiner Entstehung nach mir 
für positive Ordnungszahlen r Gültigkeit hat, diese auch für negative 
nicht verliert. Nimmt man nämlich mit der Gleichung 

(hcc) r = + s r >u~ h W\ x -f . . . . s r n u" h n\ 

nachdem sie vorher mit («/;) multiplicirt worden, eine Summation 
nach dem Stellenzeiger a von 1 bis n vor, so ergibt sich mit Rück¬ 
sicht auf die Bedeutung der Grössen u 

Sj (It'-'-)r (*()j = S r+ *1« ’a« 1 * -T » r+ ’s«**«** + • • S r 

oder 

(lil;)r+\ = (zk)\ 

eine Gleichung, die, der Form nach mit dem Bildungsgesetze (a 36) 
identisch, das Gesagte beweist, weil bei ihrer Ableitung die Voraus- 
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Setzung’, /* sei positiv, nirgends in Rechnung gesetzt wurde. Die 
unmittelbare Folge davon ist aber, und inan überzeugt sich dessen 
sehr leicht, dass auch die Gleichung 72) oder was dasselbe ist die 
(// 73) noch für negative r Resland hat. Schreiben wir sie also 
namentlich für r — — 1 auf 


+ Ai (//£)„_» 4" ^2 (///Oll— 2 + • 
+ A n (///')—! = 0 


• A n —\ (Ä/‘')» 

( 6 ) 


so können wir offenbar ans ihr den Werth der Coefficienten (///r)_ t 
und zwar in neuer Gestalt ziehen. Es liefert die Gleichung (G) 


A n (A/O-i = - + A, (7,*).-* + . . . . a„_, (M) 0 } 

oder nach symbolischer Schreibweise: 






fW) 

F(o) j 


( 8 ) 


und es zeigen sich jetzt die Coefficienten (///nicht mehr ausge- 
drückt durch sämmtliche .9 und u wie in (4), sondern durch die schon 
zur Berechnung der letzteren Grössen erforderlichen Elemente, das 
sind die Coefficienten von n Systemen positiver Ordnungszahl und 
die der Eliminationsgleichung. 

Eine Eigenthiimlichkeit aber besitzen die Coefficienten negativer 
Ordnungszahl, und zwar die, gelegentlich durehgehends unendlich zu 
werden. Dies ist, wie aus (4) zu ersehen, dann der Fall, wenn eine oder 
mehrere der Wurzeln s verschwinden. Da aber mit ihnen zugleich 
sämmtliche rechts vom Zeichen befindliche Polynome in (o) unend¬ 
lich werden, so hören augenscheinlich in dem Gezeichneten Falle die 
Gleichungen (1) auf, allgemein durch endliche Werthe der x erfüll¬ 
bar zu sein. Soll dies dennoch stattfinden, so müssen die £ gewisse 
Relationen erfüllen — sie müssen nämlich die Zähler aller in (3) 
auftretenden Brüche, die irgend eine Wurzel Nulle im Nenner tragen, 
zutn Verschwinden bringen. Von diesen Brüchen besitzen aber alle, 
welche einer und derselben Wurzel s ^ zugehören, den Ausdruck 


— n^i £ t u* o £> -j- n* 3 £3 -j- . . 


^H ^tl 


als gemeinschaftlichen Factor, 

*,-0 (0) 

ist daher die durch das Verschwinden der Wurzeln^ zu dem erwähnten 
Zwecke geforderte Relation und es wird deren im Ganzen so viele 
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geben, als der Nulle gleiche Wurzeln in der Eliminationsglciehung 
Vorkommen. 

Leisten nun die £ diesen Relationen Genüge, so werden die Auf¬ 
lösungen (5) allerdings endlich — aber unbestimmt. Es treten näm¬ 
lich jetzt an die Stelle der Gleichungen (< f i), wenn man die Wertlie 
der x, welche sich, nach llinw cglassung aller von der Nulle gleichen 
Wurzeln herriihrenden Gliedern, aus ihnen ergeben würden, mit x' 

die Brüche — aber mit bezeichnet nachstehende 
8 + 

-v k -=x k f + ff* "k + • • • 0^) 

und diese enthalten, da uns nichts zu einer bestimmten Wahl der Quo¬ 
tienten (j ^ die offenbar von der Form ~ sind, zwingt, genau so viele 
willkürliche Grössen als die Eliminationsgleichung in s der Nulle 
gleiche Wurzeln bietet. Diese Willkiirlichkeit bestätiget nicht nur 
eine Substitution der Auflösungen (10) in (I), sie geht auch unmittel¬ 
bar hervor aus den Gleichungen (2), wenn man nur darauf Acht hat, 
dass von ihnen mit dem Verschwinden einer oder mehrerer Wurzeln 
und der Erfüllung der betreffenden Relationen (9) eben so viele iden¬ 
tisch werden, sie also auch dann die Wertlie für eben so viele x 
unbestimmt lassen. 

Bei dem sonst üblichen Verfahren, ein System bestimmter linea¬ 
rer Gleichungen wie (1) aufzulösen, ist der wesentlichste Tlieil der 
Rechnung der, aus den Coefficientcn (AA) das unter dem Namen der 
Determinante bekannte Polynom zu bilden und dieses zuerst nach den 
Coefficienten der ersten Horizontalreihe in (1) dann nach denen der 
zweiten, dritten u. s. w., endlich nach denen der n ica zu ordnen. 
Hat man dies gethan, das heisst, hat man dem genannten Polynome, 
welches M heissen mag, die Formen: 

J/= (11) p\ + (12) pK + (13) />K + . . . (Iw) p'„ 

= (21) p\ + (22) pS + (23) pS + • • • (2«) p\, 

= (31) P 3 • + (32) p\ -1- (33) pS -f . . . (3//) p\ (1 I) 

= (n I) p'\ -f (m2) p”, -f («3) p n 3 + . . . (hu) p"„ 

ertbeilt, so findet man auch allsogleich die Wertlie der Unbekannten 
x durch eine Reihe von Gleichungen wie folgt: 
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J/.t’i — p\ ti ph £> -f- p ‘ 3 £ 3 -f- . . . p l n £„ 

— p-i 4“ j)\ £> 4" P'z ?3 "f“ • * • V'n fn 

J/.r 3 = p\ f, + pK L 4 - p\£z + . . . /> 3 „ £„ (12) 

J/.r„ = £, + p\ L 4- p " 3 & + . . . p"„ £* 

Dic liier erscheinenden Grössen /; nun sind, wie ein Zusammen¬ 
halten der Gleichungen (12) und (5) wegen der Independcnz der 
Grössen £ lehrt, mit den von uns eingefiihrten Coeffieienten (/*£)-t 
offenbar durch folgende Relation verbunden: 


p\ = M (A*)-. 


t «1 ÄO 



(13) 


es ist also von ihnen auch nachgewiesen, sie seien beziehlich ihrer 
Stellenzeiger h und k symmetrisch. Weiter geht aus (12) hervor, die 
Auflösungen .v könnten, da die p ihrer Natur nach stets endliche 
Grössen sind, wenn nur die (Ith) es sind, allein dann unendlich wer¬ 
den, wenn die letzteren die Bedingung 


J/= I) (14) 

erfüllen. Diese stimmt aber genau überein mit der oben angegebenen 
des Verschwindens einer oder mehrerer Würze Ins, denn aus der Art, wie 
aus der Determinante JU dieEliminationsgleichung i ns hergeleitet wer¬ 
den kann, weiss mau, dass ihr letztes Glied 4 n abgesehen vom Zeichen 
mit eben diesem M identisch ist und sein Verschwinden ist ja noth- 
wendig, sollen eine oder mehrere der Wurzeln s der Nulle gleich 
werden. Doch dürften die Autlösungsformen (II), (12) weniger als 
die (4), (5) zur Erörterung der beim Vorhandensein von der Nulle 
gleichen Wurzeln eintretenden Umstände geeignet sein. 

Sieht man jetzt darauf, welche Methode der Auflösung der Glei¬ 
chungen (I), ob die in (II) und (12) oder die von uns in (4) und (5) 
dargclegle einen geringeren Bcchnungsaufwand erheischt, so muss 
man ohne Zweifel der ersterwähnten im Allgemeinen den Vorzug ein¬ 
räumen, fordert doch letztere entweder die Berechnung sämmtlicher 
IVoducte u h n k und der Wurzeln ä nach (4) oder die der (M*) r und 
der Coefticienten der Eliminationsgleichung nach (7). Gleichwohl 
hielten wir es nicht für überflüssig, die Gleichungen (4), (5) zu erzeu¬ 
gen, denn es ist, selbst abgesehen von den Vorthcilen, welche die 
Kenntniss der Zusammensetzung der Coefticienten (//Ä*)_i aus den 
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u und s gelegentlich bieten kann, ebenso entschieden vortheilhafter, 
«len durch sie gezeigten Weg in der Rechnung zu betreten in dein 
Falle als mit der Auflösung eines Systemes bestimmter Gleichungen 
wie (1) auch die eines ähnlichen Systemes aber unbestimmter oder 
doch die Darstellung seiner Eliminationsgleichung geboten ist; denn 
dann ist es offenbar weit leichter, die Coefficienten (// zusammen¬ 
zusetzen aus den bereits bekannten Grössen u und ,9 oder den schon 
behufs der Bildung der Eliminationsgleichung gerechneten (hk) r und 
A e als die verschiedenen p zu ermitteln nach ihrer durch die Rela¬ 
tionen (11) gegebenen Definition. 


B. Gleichungen mit beliebigen Coeflicientcn. 

a. Unbestimmte Gleichungen. 

Um bei Gleichungen mit beliebigen also im Allgemeinen nicht 
symmetrischen Coefficienten zu ähnlichen Resultaten zu gelangen, Avie 
bei den in den vorhergehenden Abschnitten behandelten symmetrischen, 
wird es nothwendig, gleichzeitig zwei verschiedene Systeme der 
Betrachtung zu unterwerfen, die zwar dieselben Coefficienten aber nicht 
in derselben Anordnung besitzen. Dieser Unterschied in der Stellung 
der Coefficienten bestellt nun darin, dass ein Coefficieul, welcher in der 
h len Horizontal- und k lcn Vertiealreihe des ersten Systemes vorkömmt, 
im zweiten seinen Platz findet in der Ä Jen Horizontal- und /p en Vcrli- 
calreihe — mit einem Worte, Horizontal- und Yerticalreihen werden 
vertauscht beim Übergange von einem Systeme zum anderen. Es wird 
dies am anschaulichsten durch die Einführung der neuen Symbole: 

o 

in welchen für das eine System der Zähler die Ordnungszahl der 
Horizontal- und der Nenner die der Vertiealreihe angezeigt, während 
für das andere System diese Bedeutungen sich umkehren , und des¬ 
sen Werth eine Änderung erfahren darf durch eine Verwechslung 
der in ihm enthaltenen Stellenzeiger h und h\ Das erste System fin¬ 
det sodann dem Gesagten zu Folge in: 


(!) + (?)+ (?) + •••(?) ■ i * = ^ 

( i ) + (!) •** + (?) + •••(?) ,r - = ^ 
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(t) + Gr) + G) •'' 3 + • 

■••(G)‘ r -“ Mr * (1) 


. . . .v„ = s.v„ 

das zweite hingegen in: 


(t) y> + (t) y - + (t) 1,3 + 

(1) Vl + ( 2 ) 2/3 + GO !h + ■ 
(t) !h + (i ) >lz + Gl ) !h + ■ 

• ■ (t) Vn = sy ' 

• • (ä) -«». (2) 

G ) !h + G) - h + (G ) }h + 


seinen Ausdruck. Es ist klar, dass auch hier die Gleichungen (1) und 
(2) keineswegs alle ,r und y vollkommen bestimmen, sondern blos 
deren Verhältnisse; führen wir daher mittelst der Relationen: 

= C n i9 ,v z = C' ti Z9 = C u z . 

y { = C”v i9 y z = C"v 2 , lh = C% . 

. . . = c ii„ (3) 

• ■ • V„ = C'v n (4) 

die neuen Grössen u und v ein, so ist es um 
stitution die eonstanten Factoren C\ C" aus 
(2) hinwegfallen, gestattet, zur Entfernung 

>, da nach vollführter Suh- 
den Gleichungen (1) und 
aller Willkürlichkeit diese 


Grossen u und v zweien beliebigen Bedingungsgleichungen zu unter¬ 
werfen. 

Es ist nun vortheiIhaft, diese Bedingungsgleichungen so zu 
wählen, dass, falls man die Systeme (1) und (2) in symmetrische, also 
bczichlich ihrer Coefficienten identische übergehen lässt, auch die u 
und v zusammenfallen. Als eine derselben wird recht passend fol¬ 
gende gelten können: 

U, V, -f II. »8 + M* »»+••• • "n l’n = 1 (!>) 

da sie aber für« = v sich in die für symmetrische Gleichungen fest¬ 
gesetzte : 

ii i «i + n-i n, + ii 3 « 3 + • • • ii„ ii„ = 1 (6) 

verwandelt, so müssen wir als zweite offenbar eine solche wählen, 
die durch die Substitution a—v identisch erfüllt wird. Unter der 
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gemachten Voraussetzung nämlich fallen die Systeme (1) und (2) in 
ein einziges zusammen und dieses reicht dann in Verbindung mit (G) 
vollkommen hin, alle Moder die ihnen gleichgeltenden r zu bestimmen, 
daher eine weitere Bedingungsgleiehung für die u oder v unzulässig 
wäre. Eine solche durch die Annahme 


u = v 


identisch erfüllte Gleichung ist nun etwa folgende: 

Mi «i + *k + Us m 3 + ... u n M n =r, v t + v z v» -f v 3 v z + • • • v n v n (7) 

und wir wollen sie auch, obgleich es eben nicht nötliig wäre, lim 
etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, hei behalten. 

Die Gleichungen (1) und (2) darin die und y durch die ent¬ 
sprechenden u und ü ersetzt in Verbindung mit denen (o) und (7) 
sind es also, mit deren Auflösung wir es zu tlnin haben. 

Wir haben in beiden Systemen (1) und (2) den „unbestimmten 
Coefficienten“ mit einerlei Zeichen mit s angedeutet und dies darum, 
weil in der Tliat beide Systeme dieselbe Eliminationsgleichung, also 
aueli einerlei Wurzeln besitzen. Man konnte dies leicht nachweisen 
durch das allgemeine Bildungsgesetz der Determinante der Coeffieien- 
ten (i) , aus welcher die erwähnte Eliminationsgleichung bekannt¬ 
lich dadurch hervorgeht, dass man in demselben alle üocflicienten 
von der Form 



denen wir auch liier den Namen der diagonalen geben, mit 



vertauscht und das so veränderte Polynom der Nulle gleich setzt. 

Dem Gange unserer Rechnung ist jedoch eine andere Beweisart 
natürlich — dagegen benützen wir das Bildungsgesetz der Deter¬ 
minante dazu, um zu zeigen, dass auch für nicht symmetrische Glei¬ 
chungssysteme wie (l)und (2) noch die Summe der Wurzeln der Eli- 
minationsgleichung der Summe der Diagonal-Coefficienten gleich sei, 
während wir uns die Schöpfung dieses Beweises aus den Gleichun¬ 
gen (1) und (2) seihst noch Vorbehalten. 
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Diese Determinante setzt sieh nun zusammen aus einer Reihe 
von Producten, welche aus dem ersten derselben: 

(I) (4) (4).(4) < 8 > 

für das System (1) dadurch erzeugt werden, dass man in ihm alle 
möglichen Vertauschungen der in den Symbolen (4) als Nenner 
auftretenden Stellenzeiger vornimmt, hingegen für das System (2) 
dadurch, dass man in gleicher Weise mit den als Zähler erscheinenden 
Stellenzeigern verfahrt. Daraus erhellt aber, dass nur in dem ersten 
Gliede (8) der Determinante sämmtlichc Coefficienten von der 
F orm: 

(4) 

n an der Zahl Vorkommen, in jeder der übrigen aber deren höchstens 
n — 2 an der Zahl erscheinen können, denn schon eine einfache auf 
nur zwei Stellenzeiger in (8) sieh beziehende Permutation liefert in 
dem neuen Gliede bereits ein Factorenpaar wie: 

■ • • C) • • • (t) • ■ • • 

belässt also nur n —2 Symbole in ihrer früheren Form. Erinnert man 
sich jetzt der Art, wie aus der Determinante die Eliminationsgleichung 
n «s* hervorgeht, so ersieht man, dass lediglich das erste Glied der 
nach oben angegebener Weise veränderten Determinante, das ist: 

Kr)-«] 1(4)-“] K4)-*]- • • IG)-] 

die n tc und (n — alle übrigen aber höchstens die ( n —2) te Potenz 
von s enthalten können. Demnach kommen die zwei höchsten Terme 
der Eliminationsgleichung nur ans (9) und da sic offenbar folgende 
sind: 

(4) + (4) + (4) + • ■ • (4)]+ ■ ■ 

so ist auch bewiesen, die Summe der Wurzeln der Eliminationsglei¬ 
chung sei der Summe der Diagonal-Coeffieionten gleich. 

Das Gesagte gilt nun für beide Systeme (i) und (2), nennen wir 
daher die Summen der ersten, zweiten, dritten eie. Potenzen der 
Wurzeln in Rezng auf das erste System 


Nh. Nh, Nh, 


(0) 
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in Bezug auf das zweite aber 

S'\, S",, S\, .... S"„ 
so wird man zuvörderst haben: 


* -- (!) v (!) + (!) v 


O o») 


Dass auch für die Summen höherer Potenzen der Wurzeln ähn- 
liehe Gleichungen gelten wie (10), hat darin seinen Grund, dass sich 
die in den Systemen (1) und (2) herrschende Reciproeität unter 
den Coefficienten auch in alle Systeme von höherer Ordnungszahl als 
der ersten fortpflanzt. Da aber dies nicht unmittelbar wahrgenommen 
werden kann, so müssen wie diese letzteren, zumal sie auch sonst 
noch nöthig werden, entwickeln. 

Es geschieht dies genau so wie bei den symmetrischen Gleichun¬ 
gen im ersten Abschnitte. Man gewinnt nämlich, falls man von einem 
der Systeme (1) oder (2) zu dem entsprechenden zweiter Ordnung 
vorschreiten will, irgend eine Gleichung, etwa die k te dieses letzteren, 
wenn man die Gleichungen des ursprünglichen Systems der Reihe 
nach multiplieirt mit den Coefficienten der k ien Horizontaleolumne 
eben dieses Systemes erster Ordnung und sie darauf alle addirt. Die 
Gleichungen zweiter Ordnung sind dann der Zahl nach vollständig, 
wenn sammtliche llorizontalreihen auf diese Weise verbraucht wor¬ 
den. So wie aus dem System erster Ordnung das zweiter Ordnung 
entsteht, so entsteht auch aus diesem das der dritten etc., und allge¬ 
mein aus dem der r len das der (/*—|— 1 ) ten . Gezeichnet man daher die 
Coefficienten der aus (1) abgeleiteten Systeme höherer Ordnung mit: 



hingegen mit 

(o: 

die, welche den aus (2) hervorgegangenen angehören, so wird die 
Bildung des Coefficienten von u k in der h teu Gleichung des (r-f-l) tea 
Systems der einen Gattung geschehen durch Multiplication der Terme: 


(IX • (!X ■ (!X . GX 

mit der correspondirenden der Reihe: 

(!)• (!)• (!) . (!) 
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und darauf folgende Addition aller einzelnen Producte, hingegen die 
des Coefficienlen von u h in der /; le “ Gleichung des (r+l) ten Systcmes 
der anderen Gattung durch eine ähnliche Behandlung der Tenne: 


<■;>;-ei •<:;>:.(4X 

mit denen der Reihe: 

(IMtMt).C) 


die Bildungsgeselze der einen und der anderen Art Coefficientcn wer¬ 
den daher sein: 


0L-(4XG) + (4X(4> + (4X(4) + ' • • 


(4X (4) 


tu) 


(4)4,- (4): (4) + CX (4) + (4X (4) + • • 


(4), (4) 


( 12 ) 


Die Rcciprocitäl der beiden Coefficicnlensorten oder was dasselbe 
ist die Gleichung 

(±y = (-)" 

lässt sich nun fiir einen bestimmten Werth von r nachweisen, unter 
der Voraussetzung, sie finde Statt für die nächst niederen Ordnungs¬ 
zahlen r und r —1. Geben wir nämlich den Gleichungen (11) und 
(12) folgende Gestalt: 


so 


(4L=sj(4X (4)}; 

(13) 

(4)4,- s fe: (j)f 

(14) 

i), da denselben Bildungsgesetzen zu Folge auch 

(4)-S{(4)4,(4)[ 

(Iß) 

(;-)-S[(4)4,(4)[; 

(16) 
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ist, die Symbole 



in (13) und (14) mit den ihnen ja gleichgellenden aus (13) und 
(16) genommenen: 



vertauschen und gelangen somit zu den neuen Formen : 


(f)>ss{(?L (4) (!)}; 

ex;,- ss o (4)i; 

welche wegen der ebenfalls vorausgesetzten Gleichheit: 


auch die von 


(it.- et. 

('■ \ _ ("‘ V 

V/i/r+1 \kJr - fl 


(17) 

( 18 ) 


(19) 


beweisen. Da aber die Gleichung (19) besteht für r=0 und wie ein 
Blick auf (11) und (12) lehrt auch für r— 1 , so besteht sie dem 
eben Bewiesenen zu Folge auch für r= 2, ferner eben darum für r —3 
u. s. w., kurz für alle möglichen Ordnungszahlen r. Nennen wir 
also die in (19) identisch befundenen Symbole: 



so bekommen wir für die aus (1) 
Ordnung: 

abgeleiteten Systeme höherer 

(!),«' +(4)/.+ ('),«= + 

... 

(tX* + (tX*‘+(&*■ + 


(i‘)/ i + (l!X"> + (JX"= + 

. . . (i) .,. - W 


(f),-+(a*+(fx*+- • ex«-- 
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und für die aus (2) abgeleiteten: 


(tX'' + (tX*+(-’X*+- 

■ • (tX ’■ “ 

({)/■■+ (ix*’ + ux* + ■ 

• (-a'■■=«* 

(a-+(7i-+dx-+- 

, « , (21) 
V 3 ) r l,t S ^ 


(7)/ 1 + (i )/ 8 + (7)/“ + • • • (7), r - = s " ! '" 


als allgemeines Schema, wahrend die in ihnen enthaltenen Coeflici- 
enten durch das gemeinschaftliche Oildungsgcsctz: 

CxX*. - CtX (?-) + (vX (?) + (v), (!)+■■■ 

■ (I), ( 7 ) W 

- Cx ( 7 ) + ( 7 ), ( 7 ) +(rX (!)+••■ 
•CX(I) 

deflnirt sind. 

Kehren wir jetzt zurück zu den Grössen S', S" und der Elimina- 
tionsgleichung. Da die Systeme (20) und (21) bezüglich identisch 
sind mit den ursprünglichen erster Ordnung (1) und (2), denn sie 
wurden ja Idos durch Combination der letzteren unter einander 
erzeugt, so muss auch ihre Aullösung dieselben Werthc für s zu¬ 
lassen wie die Auflösung dieser; woraus folgt, dass die Grössen 

S*r , S“ r 


aus den Diagonal-Coefficienteu in (20) und (21) genau so entstehen 
wie die: 

S\ S‘\ 

aus den analogen Coeftieicnlen in (1) und (2). Es besitzen aber die 
Systeme (20) und (21) gemeinschaftliche Diagonal - Coeffieienten, 
wie man sieht, die Grössen S r \ S r " bekommen daher ebenfalls einen 
gemeinschaftlichen Werth und zwar den: 


*-(lX+(7X+( ? .X + ---(7X 


(23) 
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woraus wiederum folgt, dass die beiden in Hede stehenden Glei- 
chungssysteme einerlei Eliminationsgleiclning 

F(.0=0 (24) 

haben, deren Coeftieienten, nachdem sie in entwickelter Form aufge¬ 
schrieben worden: 

+ Ai s»-' + A« + . . . A n ^s + A n = o (25) 

sich durch die Grössen S mittelst der bekannten Relationen: 

S t *U — 0 9 S 2 -f- Si Ai -f- 2 Ai — o , . . S n -f - S n —i Ai~\r 

*Si A n — i n A n = o (20) 

bestimmen. 

Die Kenntniss des Umstandes, die Systeme (1) und (2) 
Hessen dieselben Wurzeln s als Auflösungen zu, erleichtert uns die 
Auffindung einfacherer Beziehungen, in welche die u und runter 
einander treten. Zu diesem Ende bezeichnen wir die einzelnen Wur¬ 
zeln der Eliminationsgleichung (25) mit 

•V s«, . . . s n 

ferner die einer derselben etwa s k entsprechende Reihe der u mit 

*/i k , w 8 \ 

und die der v mit 

L- b L- k 

l*i • l*a\ 1*3' • • • 

und behandeln die Systeme (20). (21), nachdem wir in ihnen der 
Einfachheit wegen die Ordnungszahl r=\ genommen, das erstere 
aber auf die Wurzel s k , das letztere auf die s h bezogen haben, genau 
so, wie wir es im ersten Abschnitte thatcn, um die Realität der Wur¬ 
zeln zu beweisen. Wir multipliciren nämlich die geänderten Glei¬ 
chungen (20) der Reihe nach mit 

i*A t? 3 h * • • 

worauf wir sie alle addiren, jede Yerticalcolumne zu einem Gliede 
vereinigend. In dem Resultate: 

"•‘r(T) ,, '*+(f) r «‘+--(-T) e - 4 ]+ 

+ . . (r) l V'] + 

( 4 ) r =*+ • • ( 4 )^] = 

= Sk (h/>i* + uJ rJ -f «3 4 (•/+ . . II „ h i; n h ) 


( 27 ) 


OSO 
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erkennen wir aber durch ein Zusammenhalten mit den in beschrie¬ 
bener Weise geänderten Gleichungen (2t), dass die hier als Faeto- 
ren der u erscheinenden Polynome der v der Reihe nach ersetzt 
werden können durch: 


Wir führen also diese Substitutionen aus, bringen dann die (27) 
auf Null und bekommen somit: 

Oh—Sk) 0'i k + "ü“ «’*" + «3 k »V'-f • • »,, h ) = 0 (28) 

Zur Erfüllung der (28) ist cs aber nothwendig, dass einer der 
Fuctoren des auf der linken Seite vom Zeichen stehenden Productcs 
verschwinde. Der Factor 


• s *n—*k 

ist aber wegen der Ungleichheit der Stellenzeiger im Allgemeinen von 
der Nulle verschieden, das Polynom der u und v muss daher der Nulle 
gleich sein, das heisst, es muss 

n k iV' + u z k Vo b + /Oj k *V‘ + • * • "n v,!' = 0 (29) 

sein; jedoch mit Ausnahme des Falles, wo H=k wird, denn dann ist 
die Gleichung (28) wegen 

*k—»k Ä 0 

ohnedies identisch erfüllt, cs wird vielmehr alsdann in Gcmiissheit 
der Gleichung (5), die wir fernerhin für alle den einzelnen Wurzeln 
entsprechenden Reihen der u und v statuirt wissen wollen, 

//, k i’/ -f- ?/ 3 k r 2 k -f w 3 k r 3 k -f- . . . H n k v„ = 1 (30) 

Das Gesagte gilt streng genommen nur. wenn die Eliminations- 
glcichuitg lauter verschiedene Wurzeln bietet; fände nämlieh dies 
nicht Statt, würden also eine oder mehrere der Differenzen 

*i , — -% 

trotz der Verschiedenheit der Stellenzeiger der Nulle gleich, so 
könnte man aus der Gleichung (28) nicht mehr auf die entsprechende 
(29) schlicssen. Ähnliches wie im ersten Abschnitte bei den symme¬ 
trischen Gleichungen könnten wir auch hier bezüglich des Vorkom¬ 
mens gleicher Wurzeln s bemerken, wir begnügen uns jedoch zur 
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Vermeidung von Weitläufigkeiten die dortige Annahme, die Elimina- 
tionsgieichung hesässe in der Tliat lauter verschiedene Wurzeln, 
auch auf die hier behandelten Gleichungen auszudehnen und rück¬ 
sichtlieh der durch das Auftreten gleicher Wurzeln etwa erforder¬ 
lichen Modificationen der Rechnung auf den Schluss dieses Abschnit¬ 
tes zu verweisen. 

Es gelten uns also die Relationen : 

?/i k V! k + t' 2 k + + • • • M„ k i> n k = 1 (31) 

u t h r t k -j- u z h v* k + // 3 }l v s k + , . . r„ k = 0 (32) 

gewiss für alle von einander verschiedenen Stellenzciger h und k. 

Wir leiten zunächst aus ihnen einige neue ab und zwar auf folgende 

Weise: 

Wir multipliciren die aus (31) und (32) durch Vertauschung 
von k mit r und h der Reihe nach mit 1, 2, 3 . . . n hervorgehenden 
Gleichungen : 


iV'i' + w/ 

r s *+ «*'»**+ • • 

• = o 


^| P l 'i 2 + i{ 2 


• II,: = o 


+ )(./ 

«*.-+ "a’>3 r + - • 

■ II,: v,: = i 

(33) 

+ Ui" 

l 'a” + r 3* H“ • 

• • n,: v” = o 



in der Ordnung, in welcher sic aufgeführt worden, mit 


"kb Mk 2 » "k 3 • • • K 

und addiren sie nachher. Das Resultat wird, wenn wir die neuen 
Symbole 

["k i'b] = V »'i. 1 + "k 2 i’i, 2 + «k 3 <’i. 3 + • • • «k” K (154) 

in Gebrauch ziehen, folgendes sein: 


"/ K »1J + »2 ["k !' 2 ] + 'h' K ''s] + • • • ",, r K *•„] = < (3S) 
In diesem letzteren erthcilen wir jetzt dem r nach und nach alle 
Werthe von l bis n und unterwerfen die so neu entstehenden Glei¬ 
chungen : 




'<r[«k' - i] + "s 2 |«k<’aj + • 

II 

1 — 1 

s 

«I s K r, ]+//..*[«* r s ] + . 

• • »,, 3 ["*!•.,] = 

+ "i" ['0 '*] + 

• • • «/[«*>'»] = 


(30) 
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wieder einer ATuItiplicalion aber mit der Factorenfolge : 


und naehheriger Addition, was uns in Verbindung mit (34) zu 

Ol' - /.IK'-.1+ KM -f [w., 1 -*] [ii k r t ] + • • ■ ( ' 37 - ) 

+ [«..'■/.] I "/.H=K'vl 

gelangen lässt. Solcher Gleicbungen wie (37) können wir uns aber 
dadurch, dass wir sowohl h als k die Reihe der natürlichen Zahlen 
durchlaufen lassen, offenbar n~ an der Zahl verschaffen. Daraus nun 
und aus dem Umstande, dass diese Gleicbungen die Symbole [u k r,,] 
in verschiedenen Dimensionen enthalten, folgt, dass sie die Werthe 
der letzteren, deren es ebenfalls nur n 2 an der Zahl gibt, vollkommen 
zu bestimmen fähig sind. Es wäre nun gewiss nicht leicht, diese n* 
Gleichungen allgemein aufzulösen und wenn schon dies bereits 
geschehen wäre von den vielen Auflösungen, welche sie für jede 
ihrer Unbekannten [ u u bieten würden, gerade die hierorts pas¬ 
sende auszuwählen — denn eine kann es nur sein, weil ja für uns 
die Symbole [// k r,,] nach (34) zusammengesetzt sind aus den durch 
die vorhergehenden Gleichungen defmirten Grössen u und v; man 
gelangt aber fast ohne alle Rechnung zum Ziele durch folgende ein¬ 
fache Überlegung: 

Denken wir uns, die Gleichungen (37) seien bereits aufgelöst 
und die Auflösungen unter die Form 

\«k r*] = ^n h (38) 

gebracht, so ist klar, dass die Grössen summt lieh reine Zahlen sein 
müssen, denn die Gleichungen (37) enthalten ausser den gesuchten 
Symbolen gar keine anderweitigen Grössen, dass sie also insbesondere 
von den Coefflcienten der beiden Systeme (1) und (2) in kei¬ 
ner Weise abhängen. Ohne also die Grössen zu berühren, können 
wir die erwähnten Coefflcienten beliebig wählen, thun wir aber dies, 
so dass die Systeme (J) und (2) symmetrisch werden, so fallen uns 
den am Eingänge statuirton Gleichungen (3) und (7) zu Folge die 
Werthe der u und e zusammen, die Symbole [m I{ r,J gehen über in : 

K O, I = K I ="/. 1 u k ' + "h* Uh* + • • • u k " r,” 

und erhalten somit gemäss den Gleichungen (18) und (19) des 
ersten Abschnittes den Werth Nulle, wenn h und h von einander ver- 
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schieden, hingegen den Werth 1, wenn dies nicht der Full ist. Com- 
binirt man jetzt das Gesagte mit (38), so geht aus demselben hervor, 
dass wenn die die hierorts passenden Auflösungen der Gleichungen 
(37) vorstellen sollen, von ihnen alle mit verschiedenen Stellenzei¬ 
gern behafteten verschwinden, alle mit gleichen oberen und unteren 
Stellenzeigern behafteten hingegen der positiven Einheit gleich sein 
müssen. Die gesuchten Auflösungen der Gleichungen (37) werden 
daher folgende sein : 

= «t !•*' + «* s f**+ «e i‘ h * + . . «*”?•*» = o ^ 
erstere gültig für jeden, letztere für jedes Paar ungleicher Stellen¬ 
zeiger. Sie ermöglichen es uns die sämmtliehen Coefficienten 

(i), 

auszudrücken durch die u, v 9 und die Wurzeln der Eliminationsglei- 
chung (23). Zn diesem Zwecke wählen wir aus den Systemen (20) 
(21) eine Gleichung, welche den genannten Coefficienten enthält, 
etwa die // le in (20), beziehen sie nach und nach auf alle Wurzeln s 
und nehmen mit den so bekommenen Gleichungen : 


(j), (t),"= '+ ■ Oir), 




u« ’ = 

>(,* = .9 r U h * 

U n z = fi' Uh* G^) 

u n h — s r u h " 


eine Multiplication mit der Factorenfolge: 


**k 


n 


und nachherige Addition vor. In dem Resultate, welches mit Berück¬ 
sichtigung von (34) so geschrieben werden kann: 


({);.'■]+({)>*]+ ■•({).[«]+. • 

-f f-^-) [m„ nj =s, r u h 1 «„' + v k * + .s/ «a 3 i\-‘ + • 


(41) 
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tragen aber gemäss den Relationen (30) alle Coeffieienten einen der 
Nulle gleichen Factor bei sich, mit alleiniger Ausnahme von 
M elcher mit der positiven Einheit multiplicirt erscheint. Dieser selbst 
findet sich daher schon, wie verlangt, mittelst der Gleichung: 



s l r u k l Pk l + 8 i r n k *v k * + it 3 r H h H' k i +. . .8 H r v h H e u ” (42) 


dargestellt, als Function der k, v und der Wurzeln der Eliminations¬ 
gleichung. Zur Gewinnung der Relationen (31), (32), (39) und der 
Gleichung (42) aus ihnen war uns allein die Kenntniss nothwendig, 
die Systeme (l) und (2) besassen einerlei Wurzeln s, keineswegs 
aber die der Eliminationsgleichung selbst; hatte man sich also davon 
auf irgend einem anderen Wege als dem oben angegebenen überzeugt, 
so konnte man jetzt Behufs der Darstellung dieser von der Gleichung 
(42) ausgehen. Denn setzt man in der letzteren h = /c und nimmt als¬ 
dann mit ihr eine Summation nach dem Stellenzeiger k von 1 bis n 
vor, so erhält inan, da in der Summe jede Wurzel 5 sich mit einem 
Polynome wie: 


die gemäss den Relationen (31) sämmtlieh der Einheit gleich sind, 
multiplicirt findet: 


•V + S-/+-V + • • • 


■(t)+(7)+(t)+"Q. W 


eine Gleichung, die von Neuem zeigt, in jedem Systeme beliebiger 
Ordnungszahl sei die Summe der entsprechenden Wurzeln der 
Summe der Diagonal-Coefficienten gleich und die identisch mit der 
(23) unmittelbar zur Bildung der Eliminationsgleichung führt. 

Das hierzu dienliche Verfahren ist nun, wie aus den oben ent- 
wiekcllen Formeln zu ersehen, genau der Form nach übereinstimmend 
mit dem, welches wir im ersten Abschnitte zu einem ähnlichen 
Zwecke in Bezug auf symmetrische Gleichungen angegeben haben, 
mau berechnet nämlich aus den Coeffieienten der Systeme (1) und 
(2) die aller höheren Ordnungen bis einschliesslich der ?i ten nach 
ihrem Bildungsgesetze: 


(44) 


(TL,=(TX(r)+(iu:)+a)x;)+-(aC) 

- c * xc-; : )+(sxc: >+•-exo) 
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dann addirl man sämmtliclic Diagonal-Coöfncienten je einer Ordnung, 
um die Potenzsummeu der Wurzeln 


^-(7X+(iX+(r)+-(v) 


zu ermitteln, aus welchen Elementen man schliesslich mit Hülfe »1er 
Relationen (2G) die Coeflicientcn A der Eliminationsgleichung 


ä” -f A x s"~ { + A, s"- n ' + A 3 .s*"-’ + . . . A„ =-= 0 (45) 

berechnet. 

Gehen wir nun über zur l ntersuehung des Vorkommens reeller 
oder imaginärer Wurzeln der Eliminationsgleichuug und deren Ver¬ 
halten hinsichtlich ihres Vorzeichens und numerischen Werthes. Im 
ersten Abschnitte konnten wir uns zu ähnlichem Zwecke der Glei¬ 
chung (rt, 40) mit einigem Erfolge bedienen, hier können wir dies mit 
der ihr analogen (42) darin h —h gesetzt nicht, weil in der letzteren 
weder alle Wurzeln s reell sein noch sämmtliehe Producte u k a v k * 
einerlei Zeichen, das positive, nothwendig tragen müssen, wie dies bei 
den symmetrischen Gleichungen mit den dort auftretenden Wurzeln und 
Producten u k * u k * der Fall war; es steht uns zur Ermittelung allge¬ 
meiner Bestimmungen hinsichtlich der Wurzeln nebst dem Bildungs¬ 
gesetze der Coeflicienten allein die Betrachtung der Grössen: 


S r = s,' r + 8 « r + s 3 r + . . . 8 n r (4G) 

zu Gebote. Scheiden wir die Wurzeln in zwei Partien, reelle und 
imaginäre, nennen die crsleren 


So, < 7 , . . . 

die letzteren aber, welche stets nur als conjungirtc Vorkommen 
können, da in der Eliminationsgleichuug (45) sämmtliehe Coeflicientcn 
A reell sind, 

{'IC-?'*, . . . 

wobei wir, was immer erlaubt ist, die Modulle p der imaginären 
Wurzeln als positive Grössen betrachten, so nimmt die Gleichung (4G) 
folgende Gestalt an: 

S r = p i cos (>’yi) + p i cos (ry,) -f p, cos(r?,)-\- p.> ros (rp,) + . . . 

^\ r “h (7 .i r • * (47) 

Die Bögen y,, y 2 , y 3 . . . können nun zwar ganze gebrochene, 
rationale oder irrationale Zahlen sein, es wird uns aber in allen 
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diesen Fällen mit einem beliebig hohen Grade der Näherung gestattet 
sein, denselben folgende Formen zu ertheilen: 


?i 


7)1 






unter den m, (t u a z , (h • • • ganze Zahlen verstanden, wenn wir nur 
diesen letzteren bezüglich ihrer Grösse keine Beschränkung aufer- 
legeii. Gehen wir also nach den angezeigten Substitutionen in (47) 
dem r einmal den Werth 

ein andermal den 


2 pm 


(2 /> + !)>» 

unter p ebenfalls eine ganze Zahl verstanden, so bekommen wir, da 
alle Cosinuse von der Form: 

Cos (2 p a ~) 

der positiven, hingegen alle von der Form: 

Cos [(2 p+ I) < 17 Z] 

der negativen Einheit gleich sind, das erste Mal: 


S» nm =(jpiP"+pir M +p%> m +p*i t '*+ • •.)+ (*l pm +^ pm 


"ipm 

das zweite Mal aber: 


•) ( 48 ) 


.?(*+!)» = — (pf" +,) "‘ + r4- p+,) "‘ + r4 2 ' ,H) "‘ + + • • •) 

a(*P+ 0"* . . . ) (49) 

Eine Grenze der reellen und der Modele der imaginären Wurzeln 
geht nun aus (48) hervor. Diese Gleichung enthält nämlich auf 
ihrer rechten Seite lauter positive Grössen, es kann daher keine der¬ 
selben grösser sein als der linke Theil eben dieser Gleichung, 
demnach ist 

2 pm 

und zwar für ein beliebiges p eine solche Grenze. Aus dem Bildungs¬ 
gesetze der Coefficienten höherer Systeme (44) erhellt aber, dass 
wenn man mit q r den numerisch grössten der Coefficienten im 
Systeme r ter Ordnung ferner mit Q' die grösste der durch passende 
Wahl des Stellenzeigers k und des Vorzeichens eines jeden Gliedes 
zu erreichenden Summen: 

± (t) ± (t) ± (t) ± • • 


C) 
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endlich mit Q" ebenso 

die grösste der Summen: 



± (t) ± 

G) ± 


± G) 


bezeichnet einerseits 






</r fl 

< <Jr Q 


m 

anderseits auch 






'/r + 1 

«lrQ" 


(J!Oj 


sei. Verbindet man jetzt, nachdem man in den Relationen (50) das r 
auf die verschiedensten Weisen gewählt hat, alle gefundenen Un¬ 
gleichheiten unter einander, so ergibt sieh 


'/r <(j\ Q' (51) 

und 

<[r <tfi Q" (Si) 

Da aber q r der numerisch grösste Coeflieient im r ten Systeme ist, so 
hat man auch offenbar in Bezug auf numerische Wcrthc 

(!x+(!) 

also auch wegen (51) 

r — 1 

S r < )iq { Q 
und 

r — 1 

S r < mj { Q" 

die gesuchte Grenze ist daher gewiss kleiner, als jede der beiden 
Grössen: 


2p m 2jnn 



diese selbst nähern sicli aber, da weder q , noch die Q' und Q" da sp 
enthalten, und die letzteren kleiner sind als nq u oder diesem höch- 
stens gleich, beim Wachsthume der willkürlichen Zahl p immer mehr 
den Grössen: 

0', Q" 

nennen wir daher die kleineren derselben Q so ist dieser Werth: 

Q («2) 

eine Grenze, welche weder die reellen Wurzeln noch die Mod ule 
der imaginären, falls man vom Zeichen absieht, zu überschreiten 
vermögen. 
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Nehmen wir jetzt die Gleichung (49) vor. Da der Voraussetzung 
nach die Module p sämmtlich positiv sind, so kann der rechte Theil 
dieser Gleichung nur dann positiv werden, wenn wenigstens eine 
der reellen Wurzeln a und zwar in über wiegendem Masse positiv ist. 
Besitzt demnach der aus den Coefficientcn berechnete Werth des linken 
Thciles eben dieser Gleichung das positive Vorzeichen, so muss 
wenigstens eine reelle und zwar positive Wurzel der Eliminations- 
gleichung genügen. Wir kennen aber m nicht, können also auch 
N (2 ,, + ij m nicht berechnen, wohl aber ist so viel klar, dass diese 
letztere Grösse für alle p positiv ausfallen müsse, wenn alle Coefii- 
cienlen positiv sind. Der einzige aus (49) zu ziehende Schluss ist 
demnach der: die Elimationsglcichung in s müsse mindestens eine 
reelle und zwar positive Wurzel zulassen, wenn das gegebene Glei¬ 
chungssystem entweder selbst Coefficientcn von durchgcheiuls positiven 
Zeichen besitzt oder doch in ein derartiges verwandelt werden kann; 
also auch, wie eine Vertauschung von s mit —s in den Gleichungs- 
systemen (1) und (2) lehrt, mindestens eine reelle negative Wurzel 
dann, wenn sämmtliche Coefficientcn negativ sind. Die erwähnte Um¬ 
wandlung der Systeme (I) und (2) aber lässt sich so wie bei den 
symmetrischen Gleichungen und nach derselben dort angegebenen 

Weise erzielen, wenn das Zeichen eines jeden Coefficientcn 
bestimmt ist durch einen Ausdruck wie: 

± (-l)<P(h>+?(k) (83) 

unter y (/;) eine Function verstanden, die für jeden Stellenzeiger k 
eine ganze Zahl wird. Dessglcichen überträgt sich auch hierher die 
dort gemachte Bemerkung hinsichtlich imaginärer Coefficientcn; denn 
lässt man diese wieder ausgedrückt sein durch ein Product ihres 
numerischen Werthes in eine Grösse wie (83), aber unter Annahme 
nicht die Function y (£) selbst, sondern nur 2 y (£) solle stets eine 
ganze Zahl sein, derart, dass unter ihnen imaginäre Vorkommen können, 
so führt man, so wie im ersten Abschnitte unter («, 48, 49) ein 
symmetrisches, auch hier das vorgelegte nicht symmetrische Glei¬ 
chungssystem sehr leicht auf ein anderes mit durchgehends reellen 
Coefficientcn behaftetes zurück, woraus folgt, dass das erstere trotz 
seiner imaginären Coefficientcn so lange keine imaginären Wurzeln s 
zulassen werde, als das letztere solche nicht bietet. 
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War cs nun hei den symmetrischen Gleichungen von Interesse 
Bedingungen kennen zu lernen, an deren Erfüllung das Vorkommen 
von Wurzeln mit einerlei Zeichen in der Eliminationsgleichimg 
geknüpft ist. so wird dies liier der gleiche Fall sein mit denen, 
welche, sobald ihnen Genüge geschehen, das Auftreten wenn nicht 
durchgeliends positiv oder negativ reeller Wurzeln, so doch solcher 
herheifiihren, deren reelle Theilc an Zeichen nicht verschieden sind. 
Wir setzen also, einem schon gehrauchten Verfahren folgend, in die 
Gleichungssysteme (I) und (2) r-f~ n statt .<?, worauf wir das r, von 
dem sogleich vorausgesetzt werden soll, was sich später als erforder¬ 
lich zeigen würde, es sei positiv und grösser als jeder der Diagonal- 
Coefficienten auf die linke Seite der Gleichungen bringen, und es 
wird dann, damit die Eliminationsglcichung in s keine Wurzel mit 
negativen reellen Theilen liefere, hinreichend sein, dass die in <7 keine 
besitze, deren Modul grösser ist als r. Mit Rücksicht auf die kurz 
vorher nachgewiesene oberste Grenze der Module der imaginären 
Wurzeln eines Gleichungssystemes mit beliebigen Coeflieienten wird 
dies aber dann Statt finden, wenn in den transformirten Systemen 
(1) und (2) entweder die Summen der numerischen Werthe aller je 
einer Horizontalreihe oder die der numerischen Werthe aller je 
einer Verticalreihe angehörenden Coeflieienten gleich oder kleiner 
sind als r. Bezeichnen wir also die Summe der numerischen Werthe 
der Glieder einer Reihe Avie: 

(I), (7), 

mit p k ' ferner eine ähnliche Summe einer Reihe >vie 

C-). (:■).( I).- •••(;) 

mit p k beide aber mit Ausschluss der Diagonal-Coefficienten 
so Averden, weil in den transformirten Systemen Avegen der überwie¬ 
genden Grösse des r die Diagonal-Coefficienten die numerischen 
Werthe 

>-© 

bekommen, die gesuchten Bedingungen oflenber folgende sein : 

r — (y) + />*' = <>■ (54) 
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oder die 


1 

9?\ 

+ 

as- ^ 

II 

A 

(55) 

je nachdem man die Horizontal-, oder die Ycrticalreihen des einen 
oder des andern der beiden Systeme (1) und (2) der Rechnung zu 
Grunde legt. Damit also die Eliminationsgleichung in s lauter 
Wurzeln mit positiven reellen Theilcn liefere, wird es hinreichen, 
dass die Diagonal-Coeflicienteu eine der Relationen 

(i) “ > 

oder 

(50) 

(?)->»■ 

(5?) 

erfüllen und es werden, wie man sich leicht überzeugt, 
dieser Relationen folgende treten: 

an die Stelle 

und 

(!)->** 

(58) 

(59) 


wenn <lie reellen Tlieile sänimllieher Wurzeln das negative Vor¬ 
zeichen besitzen sollen. 

Darauf gestützt, lassen sieh nun weiter Bedingungen angeben, 
die. wenn ihnen entsprochen wird, zur Folge haben, dass in sämmt- 
lichcu Wurzeln der reelle Tlieil den in ) / —1 imiltiplicirtcn, abge¬ 
sehen vom Zeichen, überwiegt, und solche deren Erfüllung das Gegen- 
theil bewirkt. Jede Wurzel wie 

s =«±ßY^r~ 

gibt nämlich zum Quadrate erhoben 

= s 2 (a 2 — ß 2 ) -j- 2 a ß V — I 

und es werden die reellen Tlieile der s 2 durchgehends positiv oder 
negativ, je nachdem für sämintliche Wurzeln s die Relation 

* 2 >ß 2 

oder die 

ß ~>« 3 
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bestellt; min besitzen aller die Systeme zweiter Ordnung eben die s z 
als Wurzeln, wir werden also, um die erwähnten Bedingungen zu 
erhalten, blos die schon oben unter (GG — GO) gefundenen auf 
Systeme zweiter Ordnung zu übertragen haben. Sie sind daher, wenn 
wir der Kürze wegen mit p k die kleinere der beiden Grössen 
p k und p k und mit p.,. k eine ähnliche aber auf Systeme zweiter 
Ordnung bezogene Grösse bezeichnen, nachstehende: 



und 



so herrschen in den Wurzeln der Kliminationsgleichung (2G) die 
reellen Theile vor und es gibt unter ihnen, abgesehen von Wurzeln 
Nulle, namentlich keine reine imaginäre; leisten sie aber allen der 
anderen Art (Gl) Genüge, so herrschen in sämmtlichen Wurzeln die 
imaginären Theile vor, und es gibt insbesondere unter ihnen, hoi 
gleicher Ausnahme keine, welche rein reell wäre. 

Wir wollen nun auch hier, um einen Vergleich unserer Methode 
mit der eombinatorisehen hinsichtlich ihres praktischen Werthes 
ziehen zu können, sehen, wie viele Multiplieationen oder Divisionen 
erstcre auszuführen vorschreibt zur Darstellung der Rliiniiiations- 
gleichung (2G) in Zahlen. 

Die Coefticienten dieser Gleichung entstehen aus den Grossen S r 
und diese wieder aus den Diagonal-Coeflicienten sämmtlicher Systeme. 
Wäre es nun nicht möglich zur Kenntniss der Diagonal-Coeffieicnfeu 
irgend eines höheren Systemes zu gelangen auf einem anderen 
Wege als durch Berechnung sämmtlicher Coefticienten der vorher¬ 
gehenden Systeme, so hätte man, da ausser dem ursprünglichen erster 
Ordnung noch n — l Systeme höherer Ordnung mit je n 2 Coefticienten 
erforderlich sind und jeder Coeflieient, wie ihr Bildungsgesetz (44) 
ausweist, durch y/-Multiplicationen gewonnen wird 


v/ 3 (//— I) 


Multiplicationen auszuführen, lediglich um die Grössen S zu berech¬ 
nen. Die gesuchte Gcsamintzahl würde sich daher, weil, wie schon 


Sitz!). <1. inaUiem.-iiatiirw. CI. XII. I»<1. V. IIU. 


Ii i c h 1 e 11 f e I s. 


998 


einmal erwähnt worden — I Multiplicationen und Divisionen 

nöthig sind, um aus den*S r die Coeflicienten A der Eliminations- 
gleiehung zu finden, auf: 

belaufen. Glücklicherweise ist aber dem nicht so. Es lassen sieh 
nämlich die Coeflicienten der Systeme höherer Ordnung und zwar 
vom 1 ^ ton , wenn n gerade und vom — f_ l^ t<m wenn n 

ungerade, direct durch eine u-inulige Multiplication gewinnen aus 
je zwei, der so eben erwähnten, vorhergehenden Systemen. Man 
gelangt zur hetrellenden Formel, entweder wenn mail nicht wie bis¬ 
her irgend ein System von der Ordnung (p-\~ r j) stufenweise aus dem 
der ersten entstehen lässt, sondern durch Comhination zweier, deren 
Ordnungszahlen p \ind q sind, oder aber mittelst der Gleichung (42). 
Ersetzt man in dieser r durch p, k durch r, midtiplicirt sie darauf mit 
^ j i{ und nimmt sodann eine Summation nach dem Stcllenzeiger r 


von 1 bis u vor, 


so ergibt sich: 


s { ß, (ai: - * s {*■ qj> + « 


-sH-ai: 


»h' + 


Gemäss der Bedeutung der Grössen u und r ist über: 

s a (t)X - s (aj: - - . 


es wird also auch : 


S | (y) (y) J, = -a/’'’" a 3 '> 3 + — 

und dies verglichen mit (42), darin (/> + </) statt r genommen, führt 
auf 



eine Gleichung, die olfenhar eine Verallgemeinerung des Bildungs¬ 
gesetzes (44) enthält und deren Brauchbarkeit zu dem erwähnten 
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Zwecke augenscheinlich ist. Die Zalil der erforderlichen Rechnungs- 
Operationen stellt sich demnach auf nur: 

, n r i 11 i ” 0 *+*) i rnr t \ 

* 2 .y. ('<—!)+ " + 2 — 1 ( G4 ) 

wenn n gerade, hingegen auf 

»• (^ ! ) (*-')+(^) « + I («3) 

wenn n ungerade; und es isl, so wie im ersten Abschnitte bei den 
symmetrischen Gleichungen, erweislich, dass sie mindestens von ge¬ 
wissen, und zwar sehr niedrigen Werthen von n angefangen kleiner 
sei als die durch die combinatorischc Methode geforderte, und dies 
wieder um so mehr, je grösser n oder die Zahl der aufzulösenden Glei¬ 
chungen. Es lässt sich aber auch die Umwandlung der meisten AI ult i - 
plicationen in Additionen, aufweiche wir beiden symmetrischen Glei¬ 
chungen hingewiesen haben, hier wieder anwenden, nur die Zahl der 
Elemente, aus denen dann sämmtliche Cocfßeienten höherer Systeme 
durch Addition hervorgehen, erleidet eine Änderung, sie wird 9 n*, und 
es sind zu deren Gewinnung 8 n~ Multiplicationen nuszuführen, die 
Gesammtzahlen (G4) und (Gb) können daher für ein beliebiges n auf: 

8 »S + M C;+0 _ | (6G) 


herabgesetzt werden; endlich gilt noch dasselbe von der eben dort 
angegebenen Controle der Rechnung. 

Wir gehen nun über zur Ermittelung der u und i\ Bezeichnen 

wir der Gleichförmigkeit wegen mit (D- (4). die unter (39) 
gefundenen Werthe der Symbole [?/ k i' h \ und [tt k i? k ], so können wir 
die Gleichung (42) nicht nur für alle Zahlen r von der Einheit ange¬ 
fangen gelten lassen, sondern auch für r = 0. Legen aber jetzt in der 
erwähnten Gleichung dem v nach und nach die Werthe 0, 1, 2, 3 ... n 
bei, so führen die so entstehenden: 


V + na 2 i'ir + H k *Vk* f • • • w *"rf 

*i 1 4- *a "a 2 a- 2 + s 3 «A S *’a 3 + • • • s n n h ” r k n 

»1 2 «A 1 a 1 + *a 2 WA®r* 2 + S 3 2 «A 3 i*A 3 + • . • ■S,; 2 //A ,, a" 

,<? t ” ^A 1 O* 1 + *•" "A 2 Or + V «**'■** + • * • V *<*"»•*" 



Öo * 
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zunächst zu einem neuen einfachem) Bildungsgesetze der Coefficien- 
ten des //**" Systeines. Mnltiplieirt man nämlich dieselben der Reihe 
nach mit den Coeflicienten der Eliminationsgleichung A n , A n __ x . . . A i9 1 
und addirt sic hierauf, so verschwindet in der Summe der links vom 

s.. die Wurzeln der 


(r), + 


(6S) 


Zeichen stehende Theil, weil ja die s l9 s 2 . . 
letzteren sind, man enthält daher als Resultat: 

+ = 0 

eine Gleichung, die man symholisch auch noch so schreiben kann: 

"fO! - 11 w 

Hätten wir aber die Reihe der Werthe, welche wir in (42) 
dem r crtheilten, anstatt von der Nulle von diesem seihst beginnen 
lassen, so würden wir in derselben Weise, nach der wir zu den Glei¬ 
chungen (GS), (69) gelangten, auch noch folgende bekommen haben 

(*X + „ + ^ (XX- fM - ,+ Ai (j)r +n -A • ‘ • 

+ a -'(!-X + . +A (/ 7) r = 0 

oder was dasselbe ist, die: 


F 


'im- 


0 (70) 

woraus zu ersehen, dass das neue Bildungsgesetz, durch welches 
höhere Coeflicienten durch alle jene, welche in n vorhergehenden 
Systemen dieselbe Stelle einnalimen wie der gesuchte in seinem und 
die Coeflicienten der Eliminationsgleichung ausgedrückt erscheinen, 
sich auch auf alle die erstrecke, deren Ordnungszahl grösser ist als n. 

Multipliciren wir aber jetzt die Gleichungen (67) und zwar nur 
die ersten n — I derselben der Reihe nach mit den durch die Relation 
F(6) 


s—Sp 


= v + V S -f Xd A * 2 -J- . . . . A n _i^ 8»- 1 


(71) 


delinirten Grössen A und addiren sie hierauf,so bekömmt in der Summe 
jedes der Produete u h r k , dessen oberer Slellenzeiger von \x verschie¬ 
den ist, die Nulle zum Factor, während jenes, dessen oberer Stellen¬ 
zeiger eben das (x ist, in F. (.sy) mnltiplieirt erscheint, wir gelangen 
somit zu: 

^>^'(-y iX'^'XtX ^ ^ • x -> 1 * (/t)-* ( ?2 > 
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woraus 



hervorgcht, eine Gleichung, die offenbar fällig ist, die Werthe aller der 
Wurzel .<?„ zugeordneten u und v wiederzugeheii, sobald nur noch 
eine unter letzteren Grössen stattfmdende llelation festgesetzt ist. 
Hier wäre also erst der Ort, die Eingangs unter (7) statuirte 
Relation in die Rechnung einzuführen, dies ist jedoch ganz über¬ 
flüssig — es genügt, die noch je eine willkürliche Constante ent¬ 
haltenden ,i* und y darzustellen, da es stets möglich ist, von diesen 
auf die a und v zurückzukehren. Zu diesem Zwecke dividiren wir 
die (73) darin h mit k verwechselt mit p h i\ verbinden sie dann mit 
den Gleichungen (3), den gemeinsebaftlicben Nenner f (.<y) in 
die erwähnte Constante einbegreifend, und bekommen somit: 



während ein ähnliches Verfahren in Bezug auf die v und y: 



liefert, ln diesen Formeln sind sowohl die C\ C" als der Stellen¬ 
zeiger h willkürlich; nur müssen diese Grössen dieselben bleiben, so 
lange man nicht von den einem bestimmten fx zugehörigen Reiben 
dem x und \j zu den einer anderen Wurzel entsprechenden übergeht. 
Benützt man auch hier die schon oft gebrauchte symbolische Be- 
zeichnungsweise, so lassen sich von den Gleichungen (74), (73) die 
eine weit übersichtlicher 



und die andere so schreiben: 



Der vielleicht zu wünschende Rückbeweis dafür, dass die aus (74), 
(7o) gezogenen Wertho r!er x und \j den zur Auflösung vorgelegten 
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Gleichungssystemen (I) und (2) wirklich Genüge leisten, wäre aber 
für die .r etwa folgender: 

Man multiplieirl die Gleichung (74) nach llinwcglassung des jj, 
der Kürze wegen mit ) und nimmt hierauf mit ihr eine Summation 
nach dem Stellenzeiger k von 1 bis n vor, wodurch man mit Berück¬ 
sichtigung des Bildungsgesetzes (44) zu: 



-'■sMa 


h) 0 


n— 1 


( 78 ) 


gelangt. Da aber die 1 der Relation entsprechen: 

A r .sA r _|_j j yin — r — 1 

so lange r kleiner ist als;/, hingegen gleich Null sind, wenn;* gleich 
oder grösser als //, so kann man die (7S) auch so schreiben: 


i x ix, 


ii — 1 


h JA o 




(79) 


woraus in Verbindung mit (74) darin k durch (j ersetzt und wegen : 

sA 0 = — A n 

au cli : 


S{ 



“t“ ^n— 1 



(SO) 


folgt. In dieser Gleichung verschwindet aber, zu Folge der Relation 
(68) das ganze in C multiplicirtc Polynom, sie gehl daher über in 
nachstehende 



und damit ist derverlangte Beweis, der sich genau in derselben Weise, 
wie leicht zu ersehen, für die // führen lässt, geliefert. 

Nachdem wir so auch für die nicht symmetrischen Gleichungen 
alle nöthigen Formeln entwickelt haben, unter der Annahme, die 
Eliminationsgleichung in s besitze lauter verschiedene Wurzeln, liegt 
es uns nur noch oh zu zeigen, dass ihr Bestand keineswegs abhängig 
sei von dieser \ orausselzung, und dies w ird wieder nur nothwendig 
sein in Bezug auf das so eben behandelte Gleichungssystem mit 
beliebigen Coefiicienten, da ja dieses das mit symmetrischen Coeffi- 
cicnten behaftete als spcciellen Fall in sich schliesst. 
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Wir haben aber die erwähnte Voraussetzung’ während der 
ganzen Rechnung nur zu einem Schritte beuöthiget, nämlich zur Fest¬ 
setzung der Gleichungen (30) und (3i) oder was dasselbe ist, der 
(39) und Ableitung der (42) aus denen (20) und (21) mittelst der 
(39); zur Herstellung des verlangten Beweises wird es also genügen, 
die Gleichungen (20) und (21) rückwärts aus denen (31), (32) 
und (42) entstellen zu lassen, jedoch ohne die bewusste Annahme 
dazu zu gebrauchen. Dies geschieht nur durch eine Multiplication 
der (42) mit u k ^ und darauf folgende Summation nach dem Stellen¬ 
zeiger k von I bis u für (20) und durch dieselbe Operation aber 
mit v k v- vorgenommen für die (21); im ersteren Falle erhält man 
mit Hülfe der Relationen ( 31) mul (32): 


Kn 1 * 

(82) 


(83) 


und im letzteren 

(i ),'■''+(!). *•+(; )/•'+•• • 

also die Repräsentanten sämmtlieher Gleichungen der Systeme (20) 
und (21) woraus sogleich folgt, dass sicli die gegebenen Systeme 
(1) und (2) mit ihren Redingimgsgleichmigen (3) und (7) ersetzen 
lassen durch die (7), (31), (31) und (42), denn der einen wie der 
anderen sind wie leicht zu ersehen, genau so viele als es Unbekannte 
gibt, nämlich Die oben dargestellten Auflösungen für die 

n und v müssen daher, schon ihrer Form nach, den ursprünglich gege¬ 
benen Gleichungs-Systemen (I) und (2) Genüge leisten, es erleidet 
demnach keinen Zweifel, dass sie dies auch dann noch tliun, wenn die 
Eliminationsgleichung in s der Wurzeln gleiche bieten sollte, es 
fragt sich nur mehr, ob die früher ausgesprochene Vermuthung: es 
möchten für eine doppelte oder mehrfache Wurzel nicht hlos zwei 
oder entsprechend mehrere Reihen zugehürender u und r, sondern 
deren eine weit grössere Zahl die Gleichungen (1) und (2) erfül¬ 
len, sich bestätige; dies ist in der That der Fall. Sind nämlich etwa 
zwei Wurzeln und s 2 einander gleich, so kann man aus den Glei¬ 
chungen (G7) die correspomlirenden Productc f/,, 1 r k ‘ lind u h 2 i\~ 
nicht mehr einzeln bestimmen, sondern nur deren Summe und zwar 
durch eine Mulliplieation der ersten n — I derselben der Ordnung 
nach mit den jetzt durch die Relation 
F(s) 


O— G) 


7 , == 0 ~j"~ ^ ~f 


A„_o.S" 
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in welcher er die doppelte Wurzel bedeutet, tlefinirten Grössen W und 
darauf folgende Addition. Das Resultat 



zeigt deutlich, dass noch eine Rediiigungsgleieliung zwischen den 
uK n 2 , i? 1 , v 2 aufgestellt werden müsse, um in Verbindung mit (7) 
alle u und v, die den Wurzeln a zugeordnet sind, einzeln zu bestimmen, 
und es ist daher wegen der Willkür diese Redingungsgleiehung zu 
wählen, möglich, unzählige Doppelreihen der u\ uv\ v% zu finden, 
welche alle die Eigenschaft haben die vorgelegteu Gleichungssysteme 
(I) und (2) zu erfüllen. 

Was nun das Vorkommen gleicher Wurzeln in der Eliminalions- 
gleichung betrifft, so lassen sieh wenigstens für zwei Fälle bestimmte 
Kennzeichen angeben. 

Sind nämlich erstens alle Wurzeln einander gleich, so geht, 
wenn man ihren gemeinschaftlichen Werth a nennt, die Gleichung (42) 
über in : 

(4) r - 5 ’' + » t.'1-k 2 + "A s r k s + • • • (80) 

und liefert dann gemäss den Relationen (39) 

(4)r = « (87) 

so lange ft von k verschieden, hingegen 

CO'“«' ( 88 > 

venn h — k genomineu wird, es verschwinden also sämmtliehe 
Coelfieienten mit Ausnahme der diagonalen, von welchen letzteren 
aber alle einerlei Ordnung einen gemeinschaftlichen Werth be¬ 
kommen und die stets heim Übergänge von irgend einem Systeme zu 
demnächst höherem im Verhältnisse von I wachsen; sind aber 
zweitens die Wurzeln, wenn auch an Zeichen von einander verschieden, 
doch an numerischem Werthe einander gleich — und dies ist der 
hall, auf welchen wir im ersten Abschnitte hingewiesen haben — so 
geht die Gleichung (42) in Rezug auf Systeme ungerader Ordnung 
über in : 



' 7 ~ v 1 (± "k 1 1 ± "tr r ir ± 'ü. 3 ' 7 , 3 -f . . . u h n v k ") (89) 
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eine Relation, in welcher der Zeiehenwechsel der einzelnen Glieder 
des Polynoms der u und v durch den Zeiehenwechsel der Wurzeln 
bestimmt ist und a den gemeinschaftlichen numerischen Werth der 
letzteren bedeutet, in Bezug auf Systeme gerader Ordnung aber in : 

C*} 2r = =7Sr (' / * , 'V +. . It h "v k ") (90) 


Hier verschwinden »Iso, du die Gleichung (90) wieder gemäss der 
Relationen (39) 

(t)* = « (01) 

für ungleiche und 

(*)■■' = ' (92) 

für gleiche Stellenzeiger h und /,■ liefert, sännntliche Coefficienten 
gerader Ordnung mit Ausnahme der diagonalen, von denen alle einem 
mul demselben Systeme angehörenden unter einander gleich werden 
und die so wie sämmtlielie ungerader Ordnung nach (SO) beim 
Übergänge von irgend einem Systeme zu dem entsprechenden des 
nächst höheren, respeetive gerader oder ungerader Ordnung, ein 
^ achsthum im Verhältnisse von 1 : zeigen. 

Der eine wie der andere Fall wird sieh daher, da von den ihnen 
eigentlnimliehen Relationen namentlich die (87), (88) für das 
ursprüngliche und die (91), (92) für das System zweiter Ordnung 
gelten, sehr bald verrathen. 


b. Bestimmte Gleichungen. 

Um die Auflösungen der mit denselben Coefficienten wie die 
unbestimmten behafteten bestimmten Gleichungen nämlich: 


(t) ,r ' + (y) + (y) + • • 

•( 7 >--f- 


0 

II 

(t) - v ' + (y) •'* + (y) -*3 + • 

• • (7) - & 

(t)**’’'+(?)■'■*+ (y)- r * + • 
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und: 


(l t + ( l' 1 
(')»' + (!! 
(T)»' + (f 

|.v* + (y)ff»+. • •( 

D , + (t)^+ ( 

)^ + (f)^+ • • • 1 

[>-■ 

" n \ 

(?)*-* 

(r 

l.v. + (;).</,+( ji )j/ 3 + • ( 

f n •) 

< n j 

| !Jn - On 


(2) 


(larzustellen als Functionen der u, v und der Wurzeln .9, unterwerfen 
wir die erstcren nach und nach einer Multiplication mit den für alle 
Stellenzeiger ( o. aufzuschrcihenden Factorenfolgen 

rf, rf, . . . 

die letzteren aber einer mit denen: 


Mi^ m 3 *S • • • w/ 

und addiren hierauf alle je eines Systems. Dieses Verfahren liefert 
uns mit Rücksicht auf die Abhängigkeit der v und v von den Coefti- 
eicnten anstatt der Gleiehungssysteme (1) und (2) die folgenden: 


«i 0*1 + »'S »'s^3+ • • 4, 

Äs ( r i J't + n + *1 + • • K 

*3 ( r i - r l 4“ <4 •* 3 4" **3 '^3 4“ • ' >’» 


■O = r i 4- ^ **> 4" £3 r 3 4“ • • £» r » 
*^»|) — ^1 r i 4- r 'i 4“ 4 3 r 3 4“ • • fn «n 


(3) 


*" O'"«* 1 ! 4- » , 3^4- '*3 •* 3 + 
und 


= ? ‘”4-^ »“.J + fa rJ4- • • £. 


«i («1 .Vi 4- «■*i/s 4- n l!h 4- • • «!,/y») = ^iw! + ^ 3 «s 4 - y 33 M 3 4“ • • *!»«« 

(«i //i + }ji 4 “ H i}k 4 " • • 11 u yy„) = Y n «i 4 ~ «* 4 - r >3 « 3 4 - • • * 2 .. 

«3 («I yyt 4- wJ//a 4- mj//s + • • wi yy») = «? 4- r n «*+ «5 4- • • » 2 » «?. 


K .71 4- yy» 4- «"®3 4- • • «I ?y„) — «7 4-'^«14- *^ 3 «3 4- • • * 3 » 

l T in nun etwa die ,c k und ?/ k zu ermitteln, multiplicire man aber¬ 
mals die einzelnen Gleichungen des Systems (I>) der Reihe nach mit 

Hk 1 «fc a «k 3 r k " 


*1 .9-, .9. Ä„ 

die des Systems (4) hingegen mit: 

i'k 1 r,^ r** r A ” 


*1 


. 9 o 


, 9 3 


.9 
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und siddire sowohl die einen als die andern. Gemäss den Relationen 
(39) des vorigen Abschnittes führt dies aber auf: 

+ 4 [ dV + ^ + ..^ ]+ .. 

+ + V ) 

1 tf, S n I 


und 


, /k = ,, \«llL + ^ + .. <£ill , ,, I , «Lii.’ , 

L *1 Äs Sn I L Ä| ' .9, ^ 


oder 




und 

?A 


k = SM^+^+^+--^]F 


00 


( 6 ) 


Formeln, die nach Übertragung einer eingeführten Bezeichnungsweise 
auf negative Ordnungszahlen 

( h \ ___ "* l ^ , "a 2 *V , "* 3 >V i/*- V 

v A J_, — ,, + + — + •••• — fO 


für die Auflösungen des Gleichungssystems (1): 

“ (r)_, fi + (3 L, + (j)_, ’>+■■ 

(rU- + (fL*+(!)_,*+•■ 

■*'* “ (t )-, ij + (i f‘ + (j)_, f= + • • 


■Oj- 

■ ■ f- 


- CU+GU . C) 


- I 
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uml für die des Systenies (2): 

»' - (4),-+(4L, -+(4L, - + 

*=(4L,-+(4)v+(4L,- + 
!h - (4)+ (4L, "= + (jL, - + 


(4L,- 

■•(4L,- 

(4L,-« 


= ( ' )_, - +(»)-,”• + (t) (“)_,- 

als einfachere Schreibweise zu lassen. Die Coefficienten negativer 
Ordnungszahl und namentlich die oben erscheinenden gehen aber, 
was sich so wie hei den symmetrischen Gleichungen erweisen lässt, 
ebenfalls in das bisher nur für Coefficienten positiver Ordnungszahlen 
aufgestellte allgemeine Bildungsgesetz ein. Es wird also auch die 
Gleichung (70) des vorigen Abschnittes noch für negative Ordnungs¬ 
zahlen r Gültigkeit haben. Setzen wir aber in dieser r ——1 

(!)._,+•'■ (i)._, +* (4L, + ••-<._, (t) + 

+ A, (4) , - » (ll>) 

so gewinnen wir aus ihr 

C L, = - i(4 (4*■ (4)._ + 

oder symbolisch 

(1) _ tt: . j. - -4M!( ( i 2) 

* L ' 0) | *•{(.)( 

also eine zweite Darstellung der Coefficienten (4) _ , und zwar 
bequemer als die (7), denn nach ihr hat man zur Berechnung der 
genannten Coefficienten nicht mehr die Kenntniss sämmtlieher n, v 
und der Wurzeln s nöthig, sondern es genügt die der Coefficienten 
von n Systemen positiver Ordnungszahl und der Eliminationsglcichung. 
Die Coefficienten ^ _ , werden nun auch hier heim Verschwinden 
einer oder mehrerer Wurzeln .s* unendlich und die Auflösungen (8), 
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(9) nehmen im \Ilgemeineu daran TheiL Letzteres wird nur dann 
nicht eintreten, wenn in Bezug auf die x die £, in Bezug auf die ?/ 
aber die r t in gewissen Relationen zu einander stehen, und zwar 
werden diese für je eine Wurzel 



folgende sein 


V = ”1^1 + ^ & + . • . In - « (14) 


und 


V' = "t* Ih + !h + ^ !h + • • * fl n = <> ( 18 ) 

denn g^ und g^' sind die genieinsehaflliehen Factoren aller bezie- 
hungsweise in (8) und (0) vorkonmienden Brüclie, deren Nenner die 
Wurzel ,9p, ist. Ist dies nun der Fall, so bekommen zwar die Auflö¬ 
sungen (8), (9) endliche Werthe, es bleibt aber in ihnen eine 
gewisse Willkür zurück, sie können nämlich auf die Formen 


( 16 ) 


•**k = -»V + '// * • * 


und 


!Ju — l/u + <h'.' l \ [X • • • 




mit und ?/ k ' aber jene Bestandtheile, der in (8) und (9) rechts 
vom Gleichheitszeichen befindlichen Polynome, welche von nicht 
der Nulle gleichen Wurzeln herrühren, bezeichnet, enthalten also 
unter dem Bestände der Relationen (13), (14), (15) die ganz will¬ 
kürlichen Grössen und y^\ von denen sowohl die mit einem als 
die mit zwei Accenten versehenen der Zahl so viele sind, als der 
Nulle gleiche Wurzeln in der Fliminationsgleiehung Vorkommen. 

Bedient man sich hei Auflösung zweier Systeme bestimmter 
linearer Gleichungen wie (\) und (2) der eoinbiuatorischen Methode, 
so beginnt die Rechnung damit aus den Coefficienten derselben, die 
Determinante zu bilden und zwar als Complex der Symbole 0) 


nicht aber als Zahl. Dann ordnet man sie Behufs der Auflösung des 
Systemcs (1), nach den Coefficienten aller Vertiealreihen eben dieses 
System es, gibt ihr also die Formen : 
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* - (1) ^ + (4)+( t ) + • 

= (1) /'= + (i) /’= + + • 

- (7) + (f) '’= + (?) '■= + • 


•(0* 

■G)* 


- (v)' ,; + Cl)'' : + ■ ■ 

und Behufs der Auflösung des Systems (2), nach den Coeflieienten 
sämmllieher Yerticalreihen des Systems (2), gibt ihr also noch die 
Formen: 

M = (t) q ' [ + (t) q ' s + (3 ) q * + • • («) q '" 

= (7) ql + (4) qi + (7) ^ + • (4 ) ql 

= (i')^ , + (0^ 1 • • (!)'/- (,!)} 



Jetzt rechnet man die p und q in Zahlen und trägt die ersteren 
in die Gleichungen: 

J/n*, = p\ Cj 4” Pl V2 I“ P'\ '1 * • • p\ 1 ?n 

= pl C, -1- p] £, y pi £. + • • p% t„ 

M.v, = pl C, + pl & + ]>l U + • . pl L (20) 


M.v" = p'„ C, 4" />n Cj y /'ii ?a y • • />" ?n 

die letzteren aber in die: 

J/y, = fj\ Y] i + (j\ r n -f q\ yj 3 + • . yl 7} n 

J/// a = qi ‘Oi 4- qi r n + qi ^ + • • qi ^ 

= 01 >2| + ^ >5 2 4" t/3 >53 + • • ql >?n ( 2 0 


= 7" "1“ 72 r n "F q" ^3 " 4 “ • • ql >? n 

ein, aus welchen sodann heziehungsweise die Werlhc der Unbekannten 
,r und 1 / gezogen werden können. Vergleicht man nun die Auflösungen 
(20), (21) mit den von uns in (8) und (9) gebotenen, so ergibt 
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sich zunächst ein Zusammenhang- der j> und q mit (len Coeflicienten 
negativer Ordnungszahl (^) _ , wie folgt: 




Kr+^+^ 



Diese Relation, analog der (13) im zweiten Abschnitte, ist darum 
von einiger Bedeutung, weil sie uns zu einer Vervollkommnung der 
oben in Kürze angedeuteten, von Krummer für die Auflösung 
bestimmter Gleichungen angegebenen eornbinatorisehen Methode, 
bestehend in einer Verwendung derselben auch zur Auflösung unbe¬ 
stimmter Gleichungen, gelangen lässt. 

Die Determinante 31 ist nämlich, wie bekannt, gleich dem letzten 
Glicde der Eliminationsgleichung dieses aber mit dem positiven oder 
negativen Zeichen genommen, je nachdem n gerade oder ungerade, 
das heisst, sie ist das Product sämmtlicher Wurzeln s, verschwindet 
also eine der letzteren etwa die und wir wollen dies für einen 
Augenblick voraussetzen, so reducirt sich offenbar die Relation (22), 
wenn wir das Product aller übrigen Wurzeln mit 31^ bezeichnen, 
auf: 

Pu = ?k h = My! . uf v k * (23) 

Nun ist aber klar, dass die Hinzufügung einer und derselben 
Grösse etwa — a zu sämmtliehen Diagonal-Coefficienten ^-j^kcinen 
unmittelbaren Einfluss auf die Grössen u und v nimmt, sondern weil 
sie aus den beiden Systemen unbestimmter Gleichungen durch die 
Substitution 

s — s' + a 

also durch Einführung einer neuen Unbekannten der Eliminations¬ 
gleichung s'sehr leicht wieder entfernt werden kann, nur in so ferne 
als man die erwähnten Grössen nach der angezeigten Veränderung 
als Functionen der Wurzeln s' nicht aber der s betrachten will, dass 
also die in den transformirten Systemen irgend einer Wurzel 

V = -V—« 

entsprechenden wund v genau dieselben sind, welche in den ursprüng¬ 
lichen der Wurzel zugeordnet waren. Die Gleichung (22) auf das 
transformirte System bezogen, wird daher, wenn man die Vertauschung 
sämmtlicher Diagonal-Coefficienten (yjy) denen (^4“) — a ;ni 
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I i 4 * ]» I (> II f l l I s. 


den Grössen p , q und M durch Einklammerung derselben und Bei¬ 
fügung des a kenntlich macht, folgende sein 


Wählen wir aber jetzt: 


"k 0 Vk 


w* 


(24) 


gleich einer der Wurzeln ,9, so gibt es unter denen s' eine der Nulle 
gleiche, nämlich die 

V = Ä 

wir haben somit den unter (23) erwähnten Fall und die Gleichung 
(24) geht, da wie leicht zu ersehen 


und 


IVv = (--!)" A’(-v) 

| l/'k- (- I)» A’'(. V ) 


wird, über in die: 

I y/ZM-V = (-1 )■ "// >'n» F' (s,,), (25) 

welche die Stelle der im vorigen Abschnitte gefundenen (73) vertritt 
und in Verbindung mit der eben dort angenommenen Relation (7) 
hinreieht alle einzelnen a und v zu ermitteln. Was die x und y in 
der ihnen bei den unbestimmten Gleichungen gegebenen Bedeutung 
betrifft, so liefert die (23) für sie nachstehende sehr einfache 
Ausdrücke: 

t'\y [/>//*] V = (\> | <Jh k \ O^b) 

und 

v= w (VW = w [Pk% m 

in welchen wieder der Slellenzeiger h mit der Einschränkung nicht 
zu wechseln, so lange man nicht zu den einer anderen Wurzel ent¬ 
sprechenden ,v oder y übergebt, beliebig gewählt werden kann. \\ ill 
man also von der liier gezeigten Erweiterung der combinatorisehen 
Methode Gebrauch machen zur Auflösung der unbestimmten Glei¬ 
chungen, so hat man, sind die Determinante und ihre Entwickelungs- 
Coeflicienlen j> und q einmal gebildet und die Wurzeln der Elimina- 
tionsgleichung gefunden, nur mehr nöthig in den als Polynome der 
(0 betrachteten p, q sämmtliche Diagonalcoeflicienten 

k 
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der Reihe nach entsprechend den verschiedenen Wurzeln s 9 durch 



zu ersetzen; die derart veränderten Polynome p und q sind dann 
selbst schon die gesuchten Werthe der Unbekannten oder doch diesen 
proportionale Grössen. 

Wir haben uns schon im zweiten Abschnitte hei den symmetri¬ 
schen bestimmten Gleichungen dahin ausgesprochen, es müsse von 
den zu ihrer Auflösung dienlichen Methoden, der auf die eombina- 
torischen Eigenschaften der Determinante sich fussenden im Allge¬ 
meinen der Vorzug eingeräumt werden im Vergleiche zu der von uns 
dargelegten — und allein den Fall ausgenommen, das auf ein System 
bestimmter linearer Gleichungen führende Problem erheische auch 
noch die Auflösung eines ähnlichen Systemes aber unbestimmter 
Gleichungen — es gilt nun ganz dasselhe bezüglich der nicht 
symmetrischen Gleichungen; ob aber die im ersten und dritten 
Abschnitte oder die kurz vorher unter (20) und (27) gewonnenen 
Auflösungsformen der unbestimmten Gleichungen grössere Bequem¬ 
lichkeit bieten, darauf liegt die Antwort in dein schon früher über 
die Bildung der Eliniinationsgleichung, also auch der Determinante 
Gesagten, indem wir daher scliliessen, erlauben wir uns nur noch 
darauf hinzudeuten: die ganze hier durchgeführte Bchandlungsweise 
algebraischer linearer Gleichungen empfehle sich überdies dadurch, 
dass sie allen bei einem wie oben erwähnten Probleme etwa noch 
ferner nöthigen Rechnungen eine gewisse Eleganz zu verleihen im 
Stande ist. 


Sitz!>. il. mnllieiii.-natiirw. CI. XII. I><1. V. Ilft. 



